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Procesni parametri za visoko prevodne FFF filamente
Tibor Barsˇi Palmic´1 in Janko Slavicˇ1 in Miha Boltezˇar1
Process parameters for highly conductive FFF filaments
Povzetek. Razvoj aditivnih tehnologij in funkcionalnih materialov predstavlja nove, konvencio-
nalno nedostopne, mozˇnosti izdelave pametnih struktur. Polimerni nanokompoziti z izbranimi me-
hanskimi, termicˇnimi in elektromagnetnimi lastnostmi se lahko v ekstruzijskem aditivnem procesu
(ang. fused filament fabrication - FFF) uporabi za realizacijo funkcionalnih elementov, kot so
zaznavala, prevodniki, aktuatorji in baterije. Fokus tega cˇlanka so elektricˇno prevodni polimerni
(nano)kompoziti v obliki filamenta, ki so primerni za 3D tisk s komercialno dostopnimi ekstruzij-
skimi 3D tiskalniki. Specificˇno se osredotocˇamo na vpliv procesnih parametrov tiska na dosezˇeno
prevodnost natisnjene strukture. Procesni parametri (temperatura sˇobe in podlage, razmik med
sledmi, debelina plasti, hitrost tiska ter faktor ekstruzije) lahko doprinesejo k do 30% znizˇanju spe-
cificˇne upornosti natisnjenega prevodnika. S pridobljenim vpogledom v vplivne faktorje procesa in
mehanizme vzpostavljanja in degradacije prevodne mrezˇe v polimerni matrici lahko vzpostavimo
nove strategije konstruiranja in tiska visoko prevodnih struktur za aplikacije v 3D tiskanih pametnih
dinamicˇnih strukturah.
Abstract. With recent developments in additive manufacturing (AM) technologies, new possibi-
lities for fabricating smart structures have emerged. Novel polymer nanocomposites with selected
mechanical, thermal and electromagnetic properties can be utilized in a multi-material process to
produce a structure with sensing and electromagnetic capability. This work is focused on the electri-
cally conductive filaments used in fused-filament fabrication (FFF); specifically, on how the conduc-
tivity is affected by the printing process parameters. If compared to nominal values, the researched
process parameters (air gap, layer height, printing speed, extrusion rate, nozzle temperature, and bed
temperature) have been shown to have a 0.7–8-fold influence on the conductivity. With a new insight
into the electrical behavior of conductive materials printed with different process parameters, new
design strategies can be implemented for the fabrication of highly conductive structures.
1 Uvod
Aditivne tehnologije s sposobnostjo menjave materiala med tiskom in polimerni kompoziti s
funkcionalnimi lastnostmi omogocˇajo 3D tisk struktur z vgrajenimi funkcionalnimi elementi
1 Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Ljubljani
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(zaznavala, aktuatorji, shranjevalniki energije, grelniki, oddajniki, itd.) v enem procesu brez
potrebe po manualni intervenciji.
Prevodni polimerni nanokompoziti so materiali s prevodnimi vkljucˇki, ki omogocˇajo formira-
nje prevodne mrezˇe v polimerni matrici ob ohranitvi viskoelasticˇnih lastnosti, ki omogocˇajo
ekstruzijo materiala. Najbolj prevodni filamenti so pridobljeni s kovinskimi nanodelci (npr.
dvodimenzionalni srebrni nanodelci [10], nikljevi delci in kositrova zlitina [12] ter bakrene
nanozˇicˇke oplasˇcˇene s srebrom [3]). Kljub visokim prevodnostim so te za 3 dekade nizˇje od
cˇistega bakra. Bolj pogosti so polimerni nanokompoziti ogljikovih nanodelcev (npr. nanodelci
ogljikovih saj [9], grafen [11] in ogljikove nanocevke [4]), ki izkazujejo sˇe za 3 dekade nizˇjo
prevodnost, kot kompoziti s kovinskimi nanodelci.
Ker polimerni nanokompoziti izkazujejo mocˇno odvisnost makro-lastnosti od mikrostrukture,
imajo procesni parametri 3D tiska velik vpliv na prevodnost natisnjene strukture. Sicer, je bil
vpliv nekaterih procesnih parametrov na prevodnost natisnjenih struktur zˇe raziskan [14, 8, 15],
podrocˇje predstavlja sˇe veliko neznank.
Glavni fokus te raziskave so optimalni parametri za visoko prevodne strukture. Raziskava je
vkljucˇevala 6 procesnih parametrov in vpliv izolacije prevodnih sledi s PLA (ang. polylactic
acid) materialom. Vrednosti parametrov za tisk vzorcev so bile dolocˇene v celotnem podrocˇju
uspesˇne ekstruzije (ang. printability region). Rezultati so omogocˇili vpogled v mehanizme
formiranja in degradacije prevodne mrezˇe, kot posledice procesa ekstruzije in depozicije prevo-
dnega polimernega nanokompozita.
Prispevek je razdeljen po sosledju: definicija procesnih parametrov za raziskavo, tisk prevodnih
vzorcev in izdelava prevodnih kontaktov, metoda merjenja specificˇne upornosti in predstavitev
rezultatov z diskusijo.
2 Metode in materiali
2.1 Procesni parametri
Oblika in orientacija tiska prevodnih vzorcev je bazirala na rezultatih predhodnih raziskav [14,
8, 15], ki so pokazale, da ima uporabljen material najvisˇjo prevodnost v smeri ekstrudiranih
vzporednih sledi. Za raziskavo so bili definirani naslednji parametri: debelina plasti h (ang.
layer height), razmik med sledmi d (ang. trace spacing ali air gap), hitrost tiska v (ang. printing
speed), sˇirina sledi w ali faktor ekstruzije (ang. extrude rate), ki ima ekvivalenten vpliv, tem-
peratura sˇobe Tsˇoba (ang. nozzle temperature) in temperatura podlage Tpodlaga (ang. print bed
temperature). Faktor ekstruzije je brez-enotski parameter, s katerim lahko prilagajamo kolicˇino
ekstrudiranega materiala. Dimenzijski parametri natisnjenih sledi (debelina plasti h, razmik
med sledmi d in sˇirina sledi w) so prikazani na sliki 1.
S predhodnimi testi kvalitete tiska so bile dolocˇene vrednosti parametrov za tisk prevodnih
vzorcev (glej tabelo 1). Skupno so vsi vzorci predstavljali 41 parametricˇnih variacij. Vsak
parameter je bil raziskan locˇeno od ostalih, kar pomeni, da so pri variaciji enega parametra
ostali bili konstantni. Zaradi veliko parametricˇnih variacij, interakcije med parametri niso bile
raziskane.
Tabela 2 prikazuje vrednosti parametrov, ki so med raziskavo vsakega parametra ostali konstan-
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filament
ozobljena kolesca
hladilnik
grelnik
natisnjena sled
Vvhod
Vizhod
w d
h
podlaga
šoba
Slika 1 : Shematicˇen prikaz FFF 3D tiska in natisnjenih vzorcev.
Tabela 1 : Vrednosti definiranih procesnih parametrov za tisk vzorcev.
parameter
vrednosti sˇtevilo
vrednosti enotamin. max. korak
h 0.1 0.3 0.05 5 mm
d 0.25 0.65 0.1 (0.05) 6 mm
v 10 40 5 7 mm/s
Er 90 130 10 5 %
Tsˇoba 100 200 20 (5) 9 ◦C
Tpodlaga 30 110 10 9 ◦C
tni; npr. pri raziskavi temperature sˇobe med 100 in 200◦C je bila h = 0.2 mm, d = 0.55 mm,
v = 10 mm/s, itd.
Za zagotovitev popolne in transparentne kontrole nad procesom tiska smo za generiranje G-
kode razvili Python program [7]. Dolocˇanje dolzˇine ekstrudiranega filamenta je baziralo na:
Lfpi
d2f
4
= Lt
(
pi
h2
4
+(w−h)h
)
, (1)
kjer leva stran predstavlja volumen uporabljenega filamenta, desna pa volumen ekstrudirane
sledi. V enacˇbi (1) je Lf dolzˇina potrebnega filamenta, df premer filamenta (v nasˇem pri-
meru 1,75 mm) in Lt dolzˇina natisnjene sledi (ang. trace). Z dolocˇenimi dimenzijami sledi
(sˇirina w, visˇina h in dolzˇina Lt) in poznanim premerom filamenta je bila potrebna dolzˇina fila-
menta izracˇunana z:
Lf = Er Lt
4(w−h)h+pih2
pid2f
, (2)
kjer je Er faktor ekstruzije (ang. extrusion rate).
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Tabela 2 : Vrednosti konstantnih parametrov za vsak raziskan parameter.
parameter
konstantni parametri
h [mm] d [mm] v [mm/s] Er [%] Tnozzle [◦C] Tbed [◦C] w [mm]
h / 0.65 20 110 145 40 0.45
d 0.2 / 20 110 145 40 0.45
v 0.2 0.55 / 110 145 40 0.45
Er 0.2 0.65 20 / 145 40 0.45
Tsˇoba 0.2 0.55 10 100 / 40 0.45
Tpodlaga 0.2 0.40 15 110 145 / 0.45
2.2 3D tisk vzorcev
Vzorci so bili natisnjeni s Prusa i3 MK3S 3D tiskalnikom, na katerem sta bili namesˇcˇeni stan-
dardna medeninasta sˇoba premera 0.4 mm in standardna jeklena podlaga s PEI premazom.
Prevodni vzorci so bili natisnjeni z Electrifi filamentom (specificˇna upornost filamenta ρ =
0.006Ωcm). Electrifi je kompozit biorazgradljivega poliestra (PCL) in bakrenih nanozˇicˇk [13].
En prevoden vzorec je sestavljal 10 enosmerno natisnjenih neprekinjenih vzporednih sledi. Vsi
vzorci so bili natisnjeni na predhodnje natisnjenih izolativnih podlagah debeline 0.4 mm (dve
plasti), ki so zagotavljale strukturno togost in zasˇcˇito vzorcev. Material za tisk izolatorjev je bil
standarden PLA (Plastika Trcˇek d.o.o.). Za vsako variacijo je bilo natisnjenih 5 vzorcev na isti
PLA podlagi, kot prikazuje slika 2 a).
2.3 Prevodni kontakti
Koraki izdelave prevodnih kontaktov med prevodnimi vzorci in merilno opremo so prikazani na
sliki 2. Na natisnjene vzorce je bil apliciran bakren prevoden lepilni trak premazan s kositrom
(slika 2 b)) [1], nato je bil apliciran lepilni trak sˇirine 50 mm (slika 2 c)), ki je omogocˇil na-
tancˇno aplikacijo Electrolube srebrne prevodne paste (slika 2 d)) [5]. Povezava med prevodnim
lepilnim trakom in merilno opremo je bila realizirana z aluminijastimi sponami in bakrenimi
vodniki (prikazano na sliki 2 e)).
Meritev specificˇne upornosti je bila izvedena z metodo dveh prikljucˇkov (ang. two-point contact
method) [14, 6]. Skupna upornost prevodne paste, prevodnega traku, aluminijastih spon in
bakrenih zˇic je bila predhodno konsistentno izmerjena pri 0.1Ω.
2.4 Meritev specificˇne upornosti
Merilno vezje je prikazano na sliki 3. Potencial napetosti na ’shunt’ uporu (5Ω) in na pri-
kljucˇenem vzorcu je bil izmerjen z National Instruments (NI) 9215 merilno kartico. Voltcraft
DPPS-60-10 napajalnik pa je predstavljal vir konstantne napetosti.
Za zanemaritev vpliva temperature je bilo potrebno preprecˇiti uporovno gretje vzorcev (ang. re-
sistive heating). Testi so pokazali, da se temperatura vzorca dvigne za 1◦C pri 0,3 A. Napajalna
napetost je bila nastavljena na 1.5 V (0,7 V na vzorcu), elektricˇni tok skozi natisnjene prevodne
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a) b) c) d)
prevoden 
lepilni trak
prevodna 
pasta
prevodne 
sledi
e) f)
Slika 2 : Izdelava prevodnih kontaktov.
sledi je bil ∼0,15 A. Za zagotovitev konstantne temperature vzbujenega vzorca smo tempera-
turo merili s termoparom tipa K in NI 9211 merilno kartico. Tipicˇno segrevanje za 0,5◦C v
30-sekundni meritvi je imelo zanemarljiv vpliv na upornost vzorcev. Krmilno vezje je vse-
bovalo tudi MOSFET, s katerim smo krmilili cˇas meritve prek NI 9260 generatorja analognih
signalov.
Specificˇna upornost je bila dolocˇena iz izmerjenih upornosti in poznanih dimenzij prevodnih
sledi. Dimenzije sledi so bile dolocˇene iz G-kode za tisk vzorcev. Povrsˇina prereza je bila
izracˇunana iz dolzˇine ekstrudiranega filamenta Lf, premera filamenta df in dolzˇine natisnjenih
sledi Ls = 60mm:
As =
Lfpid2f /4
Ls
. (3)
Natancˇnost in ponovljivost dimenzij natisnjenih sledi je bila predhodno zagotovljena na testnih
vzorcih. Z dolocˇeno povrsˇino prereza in dolzˇino vzorcev smo izracˇunali specificˇno upornost:
ρs = Rs
As
Lc
, (4)
kjer je Lc = 50mm in predstavlja dolzˇino vzorca, ki prevaja elektricˇen tok, saj je bilo 5mm na
vsakem koncu vzorca uporabljenih za kontaktiranje.
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MOSFET
Rshunt
Rvzorec
Vshunt
Vvzorec Vcc
Vgate
Slika 3 : Merilno vezje.
3 Rezultati in diskusija
Iz rezultatov (slika 4) lahko pridobimo optimalna obmocˇja raziskanih parametrov in sicer: op-
timalna debelina plasti je 0.2 mm (slika 4 a)), vecˇji razmik med sledmi povzrocˇi nizˇjo upornost
(slika 4 b)), hitrost tiska nima razvidnega vpliva (slika 4 c)), nizˇji faktor ekstruzije povzrocˇi nizˇjo
upornost (slika 4 d)), optimalna temperatura sˇobe je med 140 in 150◦C, natancˇneje pri 145◦C
(slika 4 e)), temperatura podlage med 50 in 80◦C mocˇno povisˇa upornost vzorca (slika 4 f)).
Ob natancˇnejsˇem pregledu rezultatov lahko odkrijemo glavne mehanizme, ki degradirajo pre-
vodno mrezˇo v materialu med ekstruzijo in depozicijo ter ohlajanjem prevodnih sledi. Glavni
mehanizem degradacije je termo-oksidacija bakrenih nanozˇicˇk [14]. Gre za oksidacijo kovin-
skih nanodelcev pri povisˇani temperaturi, ki tvori kovinske okside in posledicˇno povisˇa upor-
nost samih delcev in kontaktov med delci. Termo-oksidacija bakrenih nanozˇicˇk je pospesˇena
pri temperaturah nad 160◦C, kar je ocˇitno pri raziskavi vpliva temperature sˇobe (slika 4e)). Po-
leg tega pa ima negativen vpliv tudi ob sekundarnih kontaktih med zˇe in trenutno ekstrudiranim
materialom, ki je ocˇiten pri raziskavi razmika med sledmi (slika 4b)). Polimerna talina segreva
zˇe natisnjene sledi in pospesˇuje oksidacijo polnila.
Vpliv faktorja ekstruzije je posledica degradacije prevodne mrezˇe v sˇobi, ko je polimerna talina
izpostavljena visokim strigom in tlakom, ki razbijajo spojene sprevodne nanodelce in tako de-
gradira prevodno mrezˇo v materialu [2]. Visˇji faktor ekstruzije povzrocˇi visˇje strizˇne hitrosti in
visˇjo degradacijo spojev med delci in prevodnih aglomeratov v polimerni talini.
Vpliv temperature podlage pa izkazuje sˇe en pomemben mehanizem, ki pri dolocˇenih pogo-
jih povzrocˇa nizˇanje upornosti vzorca z vzpostavljanjem prevodnih kontaktov med nanodelci.
Pri Tpodlaga < 60◦C, je opazen negativen vpliv termo-oksidacije, zaradi pocˇasnejsˇega ohlajanja
ekstrudiranih sledi. Ob Tpodlaga > 80◦C pa je ocˇitno vzpostavljanje prevodne mrezˇe, kljub degra-
daciji le-te ob ekstruziji in termo-oksidaciji. Prevodne povezave se v ekstrudiranem materialu
vzpostavljajo s nakljucˇnim gibanjem nanodelcev v polimerni talini [2]. Nakljucˇno gibanje na-
nodelcev in vzpostavitev prevodnih aglomeratov je mozˇno samo v stacionarni (strizˇna hitrost =
0) polimerni talini (Tpodlaga > 80◦C).
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Er
Tšoba Tpodlaga
Slika 4 : Rezultati meritev specificˇne upornosti pri variaciji: a) debeline plasti, b) razmika med
sledmi, c) hitrosti tiska, d) faktorja ekstruzije, e) temperature sˇobe in f) temperature podlage.
- 7 -- 7 -
Kuhljevi dnevi 2020
4 Zakljucˇek
Rezultati so razkrili dva pomembna mehanizma degradacije prevodne mrezˇe, termo-oksidacijo
kovinskega polnila in trganje prevodnih povezav pri visokih strizˇnih hitrostih v sˇobi. Z izbiro
primernih parametrov je lahko negativen vpliv oksidacije in striga zmanjsˇan.
Z raziskavo vpliva temperature podlage je bil odkrit mehanizem formiranja prevodne mrezˇe v
ekstrudiranem materialu. Prilagajanje pogojev ohlajanja natisnjene strukture predstavlja mozˇnost
povisˇanja prevodnosti strukture po ekstrudiranju.
Ob pridobljenih rezultatih ostajajo odprta vprasˇanja, ki bi jih bilo potrebno nasloviti z nadalj-
njimi raziskavami, in sicer: kaksˇni so optimalni pogoji (Tpodlaga, Tok, cˇas) za formiranje prevodne
mrezˇe v natisnjeni strukturi in kaksˇni so vplivi interakcije procesnih parametrov na prevodnost
strukture.
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Napoved moči mešanja in prirastka plinaste faze na 
industrijski/modelni mešalni posodi  
Andrej Bombač1, Matej Vidic1 in Matic Cotič 1 
Mixing-power and gas holdup correlation in an 
industrial/pilot mixing vessel   
Povzetek. V delu je predstavljena analiza specifične moči pri mešanju vode in pri 
dispergiranju zraka v industrijski in modelni mešalni napravi, opremljeni z večstopenjskim 
protitočnim mešalom. Na osnovi merjenih vrednostih na obeh napravah je podana napoved celotne 
specifične moči in prirastka plinaste faze, ki upošteva velikost naprave. 
Abstract. The paper presents the analysis of dissipated power in water mixing and air 
dispersion in an industrial and model mixing device equipped with a multistage countercurrent 
stirrer. Based on the measured values on both devices, the correlation of dissipated energy and gas 
holdup is given, which takes into account device scale. 
1 Uvod 
Mešalne posode z dispergiranjem zraka se pogosto uporabljajo v kemični in bioprocesni 
industriji. Pri tem je za delovanje naprave ključnega pomena poznavanje osnovnih 
karakteristik kot so npr., moč mešanja, prirastek plinaste faze ter njena porazdelitev in čas 
pomešanja. Navkljub pomembnosti je napoved teh veličin še vedno zelo zahtevno opravilo 
zaradi zapletenih hidrodinamičnih nehomogenosti, ki jih povzroča plinasta faza, še posebej v 
velikih napravah [1-5]. Zato se običajno najprej opravi analiza delovanja na manjši modelni 
napravi, ki ob poznanem kriteriju povečave lahko podaja določene rešitve na industrijski 
napravi [5-7]. V delu je obravnavana primerjava moči mešanja in prirastka plinaste faze na 
industrijski in modelni mešalni napravi enake geometrijske konfiguracije pri mešanju in 
dispergiranju zraka v vodo. Iz rezultatov meritev na obeh napravah izhajajo korelacije za 
napoved moči mešanja in prirastek plinaste faze na industrijski napravi kot tudi splošnejša 
korelacija prirastka plinaste faze, ki upošteva velikost naprave.  
                                                     
1 Fakulteta za strojništvo, Univerza v Ljubljani 
- 10 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 2 - 
2 Modelna / industrijska naprava 
Na modelni napravi so bile opravljene meritve moči mešanja na enakem sklopu štirih mešal 
kot pri industriji napravi (delovnega volumna 20 m3) ter pri enakih geometrijskih razmerjih. 
Sklop mešal so tvorili: nestandardno Rushtonovo mešalo (HiT) kot spodnje mešalo ter nad 
njim tri protitočna mešala (InM), kot je prikazano na sliki 1, levo. Modelna posoda (notranjega 
premera T = 0,45 m) je bila opremljena s štirimi motilniki toka enako kot industrijska. Premer 
mešal (D), razmiki med posameznimi mešali, višina vode v posodi (H) in ostali geometrijski 
simpleksi modelne naprave so bili preračunani glede na geometrijsko podobnost med 
industrijsko in modelno mešalno napravo [8]. Vrtilna frekvenca n gredi je znašala med 46 – 
115vrt/min, določena je bila glede na enako Froudovo število (Fr = Dn2/g, g - zemeljski 
pospešek) spodnjega mešala na industrijski napravi. Shema merilne linije modelne naprave je 
prikazana na sliki 1, desno. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Slika 1. Industrijska mešalna posoda (levo), sklop mešal (sredina) ter merilna linija 
na modelni mešalni napravi (desno). 
Mešalni sklop je bil krmiljen s frekvenčnim regulatorjem vrtljajev (poz.1), elektromotorja 
(poz.2), vrtilna frekvenca mešala je bila merjena z merilnikom (poz.3) natančnosti 1vrt/min. 
Vrtilni moment gredi je bil merjen z dinamometrom (poz.4) razreda točnosti 1, prostorninski 
pretok zraka z rotametrom (poz.8) razreda točnosti 2, z upoštevanjem poprave tlaka. 
Posamezna meritev je trajala eno minuto. Signal je bil zajet z merilno kartico 𝑁𝐼 𝑆𝐶𝑋𝐼 –  68 
in programskim paketom NI LabVIEW. Uporabljena je bila vodovodna voda pri sobni 
temperaturi in komprimiran zrak iz hišnega razvoda. Gladina vode in dvofaznega sistema pri 
dispergiranju je bila merjena z vezno cevjo s trojnim odjemom (poz.10). 
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3 Rezultati in razprava 
Na industrijski in modelni napravi so bile opravljene meritve moči mešanja v vodi ter pri 
dispergiranju zraka. Meritve moči pri dispergiranju zraka so bile izvedene pri Fr = 0,0135, 
0,0303, 0,0539 in 0,0843. Vsi rezultati meritev na industrijski napravi so povzeti po [8]. 
Moč mešanja v vodi: Zelo velika razlika v velikosti delovnih volumnov naprav, ki znaša 
mod/ind ~ 1/140) narekuje primerjavo specifične moči mešanja izražene z P /V (W/m3). Iz 
slike 2, ki kaže odvisnost specifične moči in Froudovega števila za industrijsko in modelno 
napravo, izhaja, da se s povečevanjem vrtilne frekvence mešala veča specifična moč mešanja. 
Prav tako je razvidno, da je specifična moč mešanja P/V v industrijski napravi sorazmerno 
večja od moči modelne naprave za ~2,7 krat. 
 
Slika 2. Razmerje moči na enoto volumna v odvisnosti od Froudovega števila. 
Za ustrezno korelacijo, ki zajema obe skali naprav je uporabljen kriterij po [3], kjer je podana 
podobna primerjava povečave procesa iz modelne (0,08 m3) na industrijsko napravo (400 m3):  
(
𝑃
𝑉
)
ind
𝑛
= 𝑘 (
𝑃
𝑉
)
mod
        (1) 
Aproksimacija je bila izvedena z računalniški program POLYMATH Software [9]. Izračun 
poda faktor povečave k = 2,712 in n = 1 ter korelacijski koeficient R2 = 0,999. Razmerje med 
industrijsko in modelno mešalno napravo se dobro ujema, odstopanja so manjša od 10%, kar 
je razvidno iz slike 3. 
 
Slika 3. Medsebojna primerjava izračunanih z merjenimi vrednostmi po en.(1). 
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Moč mešanja pri dispergiranju zraka v vodo: Opravljene so bile tudi meritve moči mešanja 
pri dispergiranju zraka v vodo z namenom možne zaznave poplavnega stanja [10]. V primeru 
poplavnega stanja se razmerje moči Pg/P občutno spremeni saj vneseni zrak iz razpršilnika 
mešalo obteka, torej ne vstopa v mešalo, izstopajoč dvofazen tok iz mešala je sporadičen. Za 
nastanek poplavnega stanja mešala je pri enostopenjskem mešalu značilno povečanje razmerja 
moč Pg/P [11]. Na industrijski napravi, opremljeni z večstopenjskim mešalom, je zaznava 
poplavnega stanja praktično nemogoča, medtem ko je iz primerjave hidrodinamskih režimov 
na modelni napravi moč slediti razvoju in nastanku poplavnega stanja, nekaj primerov je 
podanih na sliki 4.  
   
Poplavno stanje 
Fr = 0,0135,  Fl = 0,101 
Dispergiranje zraka  
Fr = 0,0843,  Fl = 0,0399 
Poplavno stanje 
Fr = 0,0843,  Fl = 0,206 
Slika 4: Dispergiranje zraka in poplavno stanje pri različnih hidrodinamskih pogojih. 
Razmerje moči Pg/P je prikazano na sliki 5. Rezultati kažejo, da je pri Froudovem številu 
0,0135 moč mešanja pri dispergiranju večja od 1, kar lahko pojasnimo s tem, da se moč 
mešanja poveča zaradi dodatnega premagovanja cirkulacije vode, inducirane z vzgonskim 
gibanjem mehurčkov. Izrazita nehomogenost dvofaznega toka pa povzroča zelo velik raztros 
merjenih vrednosti. Pri ostalih treh Froudovih številih je zaradi večje vrtilne frekvence mešal 
postopoma prevladujoč vpliv cirkulacije kapljevine povzročene z mešali, še posebej opazno 
pri najvišjem Fr, raztros merjenih vrednosti pa precej manjši.  
Celotno specifično moč pri dispergiranju zraka v mešalni posodi tvorita mehanska z rotacijo 
mešal ter pnevmatska z vnosom zraka:  
𝜀T =
𝑃𝑔
𝑉∙𝜌
+ 𝑔 ∙
𝑄
𝐴
 ;     [
𝑊
𝑘𝑔
].        (2) 
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Slika 5. Razmerje Pg/P v odvisnosti od pretočnega in Froudovega števila.  
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Slika 6. Odvisnost prirastka plinaste faze od pretočnega števila. 
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Slika 6 prikazuje rezultate meritev prirastka plinaste faze α (%) na obeh mešalnih napravah pri 
štirih Froudovih številih. Kljub enakemu pretočnemu in Froudovemu številu na obeh napravah 
prihaja do večjega prirastka plinaste faze v industrijskem fermentorju. Glede na uporabljen 
kriterij (enačba 2), ki je neodvisen glede vrste uporabljenih mešal, je po viru [2] vsebnost 
dispergiranega zraka v modelni napravi primerljivo majhna. Tako je Pinelli s sod. [2] pokazal, 
da znaša delež plinaste faze v modelni napravi podobne velikosti med 3 in 10 % z uporabo 
dvostopenjskega mešala BT-6 pri 120 vrt/min in pretoku zraka 4320 l/h. To kaže, da so kljub 
manjšemu vnosu zraka v kapljevino z večjim vnosom mehanske energije (mešal) prišli do 
večjega prirastka plinaste faze. 
Podobno kot pri mešanju kapljevine je pri dispergiranju zraka podana zveza med industrijsko 
in modelno napravo dobljena z sledečo aproksimacijo: 
𝜀𝑇,𝑖 = 2,0952 ∙ 𝜀𝑇,𝑚 
0,928,          (3) 
pri čemer je εT,i celotna specifična moč industrijske naprave in εT,m modelne naprave. Za 
izračun ustrezne korelacije celotne specifične energije pri dispergiranju zraka obeh naprav, ki 
upošteva tudi velikost mešalne posode je bil uporabljen kriterij po [4]: 
𝜀T = 𝑘1 ∙ (
𝑃𝑔
𝑉
)
𝑘2
∙ 𝑣g
𝑘3          (4) 
Pri tem je vg linearna hitrost, k1, k2 in k3 pa ustrezni korelacijski faktorji. Tako je v končni 
obliki podana  aproksimacija celotne specifične moči obeh naprav: 
𝜀T = 1,71 ∙ (
𝑃𝐺
𝑉
)
0,23
∙ 𝑣g
0,696
       (5) 
pri čemer je korelacijski koeficient R2 = 0,977. Medsebojno ujemanje je prikazano na sliki 7.  
 
Slika 7. Ujemanje merjenih vrednosti z izračunanimi po en.(5). 
Na podlagi celotne specifične moči obeh naprav (enačba 5) je izpeljana relacija za prirastek 
plinaste faze na mešalni napravi: 
𝛼 = 13,106 ∙ 𝜀𝑇
0,235 ∙ 𝑣𝐺
0,157 ∙ 𝑉0,249,      (6) 
pri tem je korelacijski koeficient R2 = 0,939.  
Na sliki 8 so prikazana odstopanja od izračunane vrednosti na podlagi en.(6), kjer je razvidno 
dobro ujemanje industrijske naprave znotraj 10 % ter nekoliko slabše ujemanje za modelno 
mešalno napravo.  
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Slika 8: Primerjava merjenih in izračunanih vrednosti po en.(6). 
4 Zaključek 
Iz opravljenih meritev na modelni mešalni napravi je po metodi povečave izdelana napoved 
specifične moči (P/V) mešanja na industrijski napravi. Koeficient povečanja (~2,7) je v 
dobrem ujemanju z viri literature, odstopanja napovedi od izmerjenih vrednosti so 10 %.   
Pri dispergiranju plina napoved celotne specifične energije, to je disipirane energije mešal in 
vnesenega zraka, zajema tudi velikost mešalne naprave do volumna 20 m3, pri tem so 
odstopanja znotraj 10 %.    
Napoved prirastka plinaste faze, ki temelji na celotni specifični moči pri dispergiranju, linearni 
hitrosti plinaste faze in velikost naprave, kaže dobro ujemanje za industrijsko napravo 10 % 
ter nekoliko slabše za modelno napravo.  
Zahvala: Delo je delno nastalo v okviru programa P2-0162 Tranzientni dvofazni tokovi, ki ga finančno 
podpira Ministrstvo za izobraževanje, znanost in šport Republike Slovenije. 
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Metoda zrcalnih nabojev za analizo deformacij ravninskih, 
elastičnih struktur končnih dimenzij 
M. Čebron1, S. Sarkar2, A. Košmrlj3, M. Brojan1 
Method of image charges for analyzing deformations of finite, 
planar, elastic structures 
Povzetek. Razumevanje nastanka deformacijskih vzorcev, ki se oblikujejo v mehansko 
obremenjenih ravninskih strukturah, je ključnega pomena pri snovanju metamaterialov z 
inovativnimi mehanskimi karakteristikami. V prispevku je predstavljena nova metoda za analizo 
linearnih deformacij ravninskih elastičnih struktur končnih dimenzij z luknjami in vključki krožne 
oblike, ki je analogna uporabi zrcalnih nabojev in indukcije v elektrostatiki. Elektrostatični naboji 
inducirajo zrcalne naboje v bližini meja prevodnih teles, zunanje električno polje pa povzroči 
polarizacijo prevodnih in dielektričnih teles. Na podoben način elastični naboji inducirajo zrcalne 
elastične naboje v bližini meja deformabilnih teles in mehanske napetosti inducirajo polarizacijo v 
luknjah in vključkih (nehomogenostih). Inducirana polarizacija je v predstavljeni metodi razširjena 
v vrsto elastičnih multipolov, interakcije lukenj in vključkov med seboj, med njimi in zunanjimi 
napetostmi ter med njimi in njihovimi zrcalnimi naboji pa so sistematično obravnavane. 
Abstract. Understanding how deformation patterns of highly deformable planar structures form 
in response to an applied external load is crucial for designing metamaterials with novel mechanical 
characteristics. Here we present a method for predicting the linear response deformation of finite, 
planar, solid structures with circular holes and inclusions by employing analogies with image 
charges and induction in electrostatics. Charges in electrostatics induce image charges near 
conductive boundaries and an external electric field induces polarization of conductive and dielectric 
objects. Similarly, charges in elasticity induce image charges near boundaries and external stress 
induces polarization inside holes and inclusions (inhomogeneities). In the presented method the 
induced polarization is expanded into a series of elastic multipoles and the interactions of inclusions 
and holes with the external stress field, between them, and with their images is systematically taken 
into account. 
 
1 Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojništvo, Laboratorij za nelinearno mehaniko 
2 Princeton University, Department of Electrical Engineering 
3 Princeton University, Department of Mechanical and Aerospace Engineering 
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1 Uvod 
Razumevanje nastanka deformacijskih vzorcev, ki se oblikujejo pri mehanskem 
obremenjevanju ravninskih struktur, je ključnega pomena pri snovanju metamaterialov z 
nenavadnimi in inovativnimi mehanskimi lastnostmi, kot so npr. negativen efektiven Poisson-
ov količnik, negativen efektiven temperaturni razteznostni koeficient, spreminjajoča se 
hidrofilnost/hidrofobnost itn. Omenjene lastnosti so običajno posledica izrazito deformabilne, 
največkrat ravninske strukture metamaterialov. Nedavno je bilo predstavljenih več metod za 
napoved deformacijskih vzorcev ravninskih, elastičnih struktur z nehomogenostmi (luknje, 
vključki, razpoke, itn.), v katerih so geometrijske nepravilnosti obravnavane kot izvor 
induciranih napetosti [1-3]. Te metode ponavadi omogočajo le kvalitativno napoved oblike 
deformacijskih vzorcev, saj z njihovo uporabo ne moremo izračunati velikosti elastičnih 
multipolov in s tem dejanskih vrednosti napetosti in deformacij v elastičnem materialu. 
2 Metoda elastičnih multipolov - povzetek 
Določitev velikosti induciranih elastičnih nabojev je bila šele pred kratkim izvedena po t.i. 
metodi elastičnih multipolov (MEM) [4,5]. Po tej metodi lahko amplitude induciranih 
elastičnih multipolov izračunamo iz zahteve po izpolnjevanju robnih pogojev na mejah/stiku 
med nehomogenostmi in osnovnim materialom. V MEM so za reševanje mehanskih 
problemov uporabljene nekatere analogije med mehaniko deformabilnih teles v ravnini in 
elektrostatiko; na soroden način, kot lahko iz skalarnega polja (električnega potenciala 𝑈𝑈) v 
elektrostatiki izračunamo električno polje 𝑬𝑬 = −𝜵𝜵𝑈𝑈, lahko v mehaniki deformabilnih teles v 
dvorazsežnem prostoru definiramo skalarno Airy-jevo napetostno funkcijo 𝜒𝜒 tako, da iz njenih 
odvodov izračunamo normalne in strižne napetosti v elastičnem materialu: 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜕𝜕2𝜒𝜒 𝜕𝜕𝑦𝑦2⁄ , 
𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜕𝜕2𝜒𝜒 𝜕𝜕𝑥𝑥2⁄ , 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 = −𝜕𝜕2𝜒𝜒 𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑦𝑦⁄ . Številne probleme v elektrostatiki in mehaniki 
deformabilnih teles lahko tako prevedemo na iskanje skalarnega polja/funkcije. Zgornja 
definicija napetostne funkcije 𝜒𝜒 nam omogoča, da iz mehanskega ravnovesja in 
kompatibilnosti deformacij tvorimo razmeroma enostavno vodilno diferencialno enačbo  
 𝛥𝛥𝛥𝛥𝜒𝜒 = 𝐸𝐸𝐸𝐸,
 
(1)
 pri čemer 𝐸𝐸 označuje Young-ov modul v 2D, 𝐸𝐸 pa predstavlja gostoto t.i. elastičnega naboja. 
Zgornji izraz je soroden Gauss-ovemu zakonu v elektrostatiki in podobno kot v elektrostatiki, 
lahko tudi v mehaniki deformabilnih teles definiramo točkovne elastične naboje/monopole, 
elastične dipole, kvadropole in multipole višjih redov. 
V elektrostatiki je monopol definiran kot Dirac-ovi 𝛿𝛿 funkciji proporcionalna porazdelitev 
električnega naboja (slika 1 (a) in (b)). Na podoben način lahko definiramo tudi elastični 
točkovni naboj. Geometrijski pomen elastičnega naboja velikosti 𝑠𝑠 je prikazan na slikah 1 (d) 
in (e) za primer heksagonalne ravninske kristalne mreže. Če iz idealnega ravninskega kristala 
izrežemo klin s kotom 𝑠𝑠 in novonastala robova ponovno »zlepimo« skupaj, v kristalno 
strukturo vnesemo elastični monopol z nabojem 𝑠𝑠 (takšno napako v kristalni strukturi 
imenujemo tudi disklinacija). Naboj je pozitiven, če klin odstranimo iz materiala, in negativen, 
če klin vrinemo v kristalno rešetko (slika 1 (e)). 
Elektrostatični dipol sestavljata dva bližnja monopola z nabojem iste velikosti in različnega 
predznaka (slika 1 (c)). Analogni elastični dipol dobimo, če skupaj postavimo elastična 
monopola iste velikosti in različnega predznaka (slika 1 (f)). Elastičnim dipolom pravimo tudi 
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dislokacije. Na podoben način, kot smo »zgradili« elastični dipol iz elastičnega monopola, 
lahko tvorimo tudi elastične multipole višjih redov (kvadropole,…). 
 
Slika 1: Pozitiven (a) in negativen (b) električni monopol, (c) električni dipol, (d) pozitiven 
in (e) negativen elastični monopol (disklinacija), (f) elastični dipol (dislokacija). 
Splošna rešitev diferencialne enačbe 𝛥𝛥𝛥𝛥𝜒𝜒 = 0 v polarnih koordinatah (𝑟𝑟,𝜑𝜑) je podana z 
neskončno vrsto, imenovano Michell-ova rešitev [6]. V slednji so zajete napetostne funkcije 
elastičnih monopolov, dipolov ter vseh elastičnih multipolov višjih redov. 
V primeru strukture z več luknjami ali vključki »zunanja« obremenitev z napetostno 
funkcijo 𝜒𝜒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 inducira elastične multipole v središčih posameznih nehomogenosti, poleg tega 
pa prihaja tudi do interakcije različnih nehomogenosti med seboj. Inducirana napetostna 
funkcija 𝑖𝑖-te nehomogenosti naj bo 𝜒𝜒𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑖𝑖,𝜑𝜑𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑝𝑝), pri čemer smo z 𝑓𝑓 označili Michell-
ovo rešitev, (𝑟𝑟𝑖𝑖,𝜑𝜑𝑖𝑖) so polarne koordinate, katerih izhodišče se nahaja v središču 𝑖𝑖-te luknje, 
𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑝𝑝 pa predstavlja velikost/amplitudo 𝑝𝑝-tega induciranega multipola v 𝑖𝑖-ti luknji. Celotna napetostna funkcija je enaka vsoti (indeks 𝑗𝑗 teče po nehomogenostih, v tem primeru luknjah, 
v materialu):  
 𝜒𝜒𝑐𝑐𝑒𝑒𝑐𝑐 = 𝜒𝜒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 + �𝜒𝜒𝑗𝑗
𝑗𝑗
.
 
(2) 
Iz zgornje enačbe lahko izpeljemo izraze za izračun napetosti in zapišemo robne pogoje za 
vsako izmed nehomogenosti (npr. za 𝑖𝑖-to luknjo 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝜎𝜎𝑟𝑟𝜑𝜑 = 0 pri 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖, pri čemer je 𝑅𝑅𝑖𝑖 
radij 𝑖𝑖-te luknje). Na ta način tvorimo sistem linearnih enačb iz katerega izračunamo velikosti 
induciranih multipolov oziroma velikost elastičnih nabojev. Podroben opis metode elastičnih 
multipolov za neskončne ravninske strukture je podan v [4]. 
3 Zrcalni naboji 
Slika 2 (a) prikazuje medij z dielektričnostjo 𝜀𝜀𝑒𝑒, ki zapolnjuje prostor 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦𝑏𝑏, v katerega 
je vstavljen električni monopol z nabojem 𝑞𝑞 na položaju 𝒙𝒙0 = (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = (𝑥𝑥0,𝑦𝑦𝑏𝑏 − ℎ), ki je 
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za ℎ oddaljen od neskončnega, idealno prevodnega roba pri 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑏𝑏. Električni potencial 𝑈𝑈(𝒙𝒙) 
za ta primer dobimo iz rešitve diferencialne enačbe ∆𝑈𝑈 = (−𝑞𝑞/𝜀𝜀𝑒𝑒)𝛿𝛿(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0) pri robnem 
pogoju 𝐸𝐸𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑏𝑏) = 0, pri čemer lahko električno polje 𝑬𝑬(𝒙𝒙) = �𝐸𝐸𝑥𝑥 ,𝐸𝐸𝑦𝑦� izračunamo iz 
električnega potenciala kot 𝑬𝑬 = −𝜵𝜵𝑈𝑈. Rešitev diferencialne enačbe za neskončen dielektrični 
medij je 𝑈𝑈𝑚𝑚(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑞𝑞) = −(𝑞𝑞/2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑒𝑒)ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|, ki pa ne izpolnjuje zgoraj navedenega 
robnega pogoja. Slednjega lahko zadostimo s postavitvijo zrcalnega monopola z nabojem −𝑞𝑞 
na nasprotno stran prevodnega roba oz. na položaj 𝒙𝒙0∗ = (𝑥𝑥0∗,𝑦𝑦0∗) = (𝑥𝑥0,𝑦𝑦𝑏𝑏 + ℎ). Električni 
potencial zrcalnega naboja je 𝑍𝑍[𝑈𝑈𝑚𝑚(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑞𝑞)] = (𝑞𝑞/2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑒𝑒)ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0∗ |, celoten električni 
potencial pa je tako: 
𝑈𝑈𝑐𝑐 = 𝑈𝑈𝑚𝑚(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑞𝑞) + 𝑍𝑍[𝑈𝑈𝑚𝑚(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑞𝑞)] = −� 𝑞𝑞2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑒𝑒� ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0| + � 𝑞𝑞2𝜋𝜋𝜀𝜀𝑒𝑒� ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0∗ |. (3) 
Enostavno lahko preverimo, da električno polje, ki ga dobimo iz gradienta električnega 
potenciala 𝑈𝑈𝑐𝑐 v enačbi (3) izpolnjuje robni pogoj 𝐸𝐸𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = 0. Opazimo tudi, da je zrcalni 
naboj zrcalnega naboja, zopet prvotni naboj: 𝑍𝑍�𝑍𝑍[𝑈𝑈𝑚𝑚(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑞𝑞)]� = 𝑈𝑈𝑚𝑚(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑞𝑞). 
 
Slika 2: Zrcalni naboji v (a) elektrostatiki in (b) mehaniki deformabilnih teles v 2D. 
Na sliki 2 (b) je prikazan soroden/analogen primer iz mehanike deformabilnih teles v 2D. 
V linearno elastični medij z Young-ovim modulom 𝐸𝐸, ki zapolnjuje prostor (ravnino) 𝑦𝑦 < 𝑦𝑦𝑏𝑏, 
je sedaj vstavljen elastični monopol z nabojem 𝑠𝑠 na položaju 𝒙𝒙0 = (𝑥𝑥0,𝑦𝑦0) = (𝑥𝑥0,𝑦𝑦𝑏𝑏 − ℎ), ki 
je za razdaljo ℎ oddaljen od ravnega, neskončnega, neobremenjenega roba pri 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑏𝑏. Airy-
jevo napetostno funkcijo 𝜒𝜒(𝒙𝒙) za ta primer dobimo iz rešitve diferencialne enačbe ∆∆𝜒𝜒 =
𝐸𝐸𝑠𝑠𝛿𝛿(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0) pri robnih pogojih 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = 0 (neobremenjen /prosti rob). 
Komponente napetostnega tenzorja 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑗𝑗(𝒙𝒙) lahko izračunamo iz napetostne funkcije: 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕2𝜒𝜒 𝜕𝜕𝑦𝑦2⁄ ,𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝜕𝜕2𝜒𝜒 𝜕𝜕𝑥𝑥2⁄ ,𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 = −𝜕𝜕2𝜒𝜒 𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑦𝑦⁄ . 
 Rešitev diferencialne enačbe za neskončen 2D elastični medij za zgornji primer je: 
𝜒𝜒𝑚𝑚
𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠) = (𝐸𝐸𝑠𝑠/8𝜋𝜋)|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|2(ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0| − 1/2). Podobno kot prej, tudi ta rešitev ne 
izpolnjuje robnih pogojev (𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) ≠ 0,𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) ≠ 0). V prvem koraku vzamemo 
navdih iz elektrostatike in poskusimo izpolniti robne pogoje tako, da postavimo monopol z 
nabojem −𝑠𝑠 na položaj 𝒙𝒙0∗ = (𝑥𝑥0∗,𝑦𝑦0∗) = (𝑥𝑥0,𝑦𝑦𝑏𝑏 + ℎ); t.j. zrcalno monopolu z nabojem 𝑠𝑠 glede 
na prosti rob. Celotna »preizkusna« napetostna funkcija 𝜒𝜒𝑝𝑝(𝒙𝒙) je sedaj vsota napetostne 
funkcije disklinacije/monopola 𝑠𝑠 in njegove zrcalne slike z nabojem −𝑠𝑠: 
𝜒𝜒𝑝𝑝(𝒙𝒙) = 𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠) + 𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0∗ |−𝑠𝑠) 
𝜒𝜒𝑝𝑝(𝒙𝒙) = �𝐸𝐸𝑠𝑠8𝜋𝜋� |𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|2 �ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0| − 12� − �𝐸𝐸𝑠𝑠8𝜋𝜋� |𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0∗ |2 �ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0∗ | − 12� 
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Zgornja napetostna funkcija izpolnjuje robni pogoj glede normalnih napetosti na robu, saj 
dobimo: 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦
𝑝𝑝 (𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = 𝜕𝜕2𝜒𝜒𝑝𝑝 𝜕𝜕𝑥𝑥2⁄ = 0, ne izpolnjuje pa robnega pogoja glede strižnih 
napetosti na prostem robu, saj velja: 
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑝𝑝 (𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = −𝜕𝜕2𝜒𝜒𝑝𝑝𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑦𝑦 = − 𝐸𝐸𝑠𝑠(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)ℎ2𝜋𝜋((𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + ℎ2) ≠ 0 
Drugače kot v elektrostatiki, moramo sedaj za zadostitev obeh robnih pogojev uvesti še 
dodatne zrcalne multipole. Razlika med elektrostatiko in mehaniko deformabilnih teles izhaja 
iz tega, da je električni potencial 𝑈𝑈(𝒙𝒙) harmonična funkcija, Airy-jeva napetostna funkcija 
𝜒𝜒(𝒙𝒙) pa biharmonična funkcija. 
Dodatne zrcalne multipole, ki jih potrebujemo za izpolnitev obeh robnih pogojev, lahko 
dobimo z izračunom Airy-jeve funkcije 𝜒𝜒𝑎𝑎(𝒙𝒙), ki ustreza porazdeljeni obremenitvi 𝒇𝒇(𝒙𝒙) =
�𝑓𝑓𝑥𝑥 ,𝑓𝑓𝑦𝑦� na prostem robu: 
𝑓𝑓𝑦𝑦 = −𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑝𝑝 (𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = 0,     𝑓𝑓𝑥𝑥 = −𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦𝑝𝑝 (𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑏𝑏) = 𝐸𝐸𝑠𝑠(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)ℎ2𝜋𝜋((𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + ℎ2) 
Pri tem uporabimo rešitev za Bossinesq-ov problem v 2D. Napetostna funkcija, ki ustreza 
enotski, točkovni sili 𝑭𝑭 = (1,0), ki deluje na robu telesa na položaju (𝑥𝑥´,𝑦𝑦𝑏𝑏) je: 
𝜒𝜒𝐵𝐵(𝒙𝒙|𝑥𝑥´,𝑦𝑦𝑏𝑏) = − 1𝜋𝜋 (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑏𝑏)arctan �𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑏𝑏𝑥𝑥 − 𝑥𝑥´� 
Napetostna funkcija dodatnih elastičnih multipolov 𝜒𝜒𝑎𝑎(𝒙𝒙) je tako: 
𝜒𝜒𝑎𝑎(𝒙𝒙) = � 𝜒𝜒𝐵𝐵(𝒙𝒙|𝑥𝑥´,𝑦𝑦𝑏𝑏)𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥´)𝑑𝑑𝑥𝑥´∞
−∞
= −�𝐸𝐸𝑠𝑠ℎ2𝜋𝜋 � (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0∗ + ℎ)ln|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0∗ | 
Airy-jevi napetostni funkciji elastičnega monopola (disklinacije) 𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠) in 
njegovega zrcalnega naboja 𝑍𝑍[𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠)] lahko zapišemo tudi kot: 
𝜒𝜒𝑚𝑚
𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠) = 𝐸𝐸𝑠𝑠8𝜋𝜋 𝑟𝑟2 �ln(𝑟𝑟) − 12� 
𝑍𝑍[𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠)] = −𝐸𝐸𝑠𝑠8𝜋𝜋 𝑟𝑟∗2 �ln(𝑟𝑟∗) − 12� − 𝐸𝐸𝑠𝑠ℎ2𝜋𝜋 𝑟𝑟∗ sin𝜑𝜑∗ln(𝑟𝑟∗) − 𝐸𝐸𝑠𝑠ℎ22𝜋𝜋 ln(𝑟𝑟∗) 
V zgornjih izrazih smo uvedli polarne koordinate (𝑟𝑟,𝜑𝜑) in (𝑟𝑟∗,𝜑𝜑∗) s središčem na položaju 
disklinacije (𝑟𝑟 = �(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)2, 𝜑𝜑 = arctan[(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0) (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)⁄ ]) in na položaju 
njenega zrcalnega naboja 𝑟𝑟∗ = �(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0∗)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0∗)2, 𝜑𝜑∗ = arctan[(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0∗) (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0∗)⁄ ]. 
Podobno kot v elektrostatiki tudi tu velja, da je zrcalni naboj zrcalne disklinacije zopet 
prvotna disklinacija oz. prvotni elastični monopol: 
𝑍𝑍�𝑍𝑍[𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠)]� = 𝜒𝜒𝑚𝑚𝑠𝑠 (𝒙𝒙 − 𝒙𝒙0|𝑠𝑠) 
V [4] je pokazano, kako iz napetostne funkcije za monopol/disklinacijo izpeljemo napetostne 
funkcije vseh elastičnih multipolov višjih redov. Podoben postopek lahko uporabimo za 
izpeljavo napetostnih funkcij zrcalnih multipolov. Tudi v tem primeru se izkaže, da lahko 
napetostne funkcije zrcalnih multipolov vseh višjih elastičnih multipolov tvorimo iz napetostne 
funkcije zrcalne disklinacije/monopola. Operator 𝑍𝑍, ki osnovno napetostno funkcijo elastičnega 
multipola (razen same disklinacije/monopola) preslika v njeno zrcalno podobo, lahko zapišemo 
kot (podrobnosti izpeljave so predstavljene v [7]): 
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𝑍𝑍[𝜒𝜒0(𝑥𝑥,𝑦𝑦)] = −𝜒𝜒0(𝑥𝑥, 2𝑦𝑦𝑏𝑏 − 𝑦𝑦) + 2(𝑦𝑦𝑏𝑏 − 𝑦𝑦)𝜕𝜕𝜒𝜒0(𝑥𝑥, 2𝑦𝑦𝑏𝑏 − 𝑦𝑦)𝜕𝜕𝑦𝑦 − (𝑦𝑦𝑏𝑏 − 𝑦𝑦)2∆𝜒𝜒0(𝑥𝑥, 2𝑦𝑦𝑏𝑏 − 𝑦𝑦) 
 Zunanje napetosti z napetostno funkcijo 𝜒𝜒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 1 2⁄ 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝑦𝑦2 + 1 2⁄ 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥2 −
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑦𝑦 inducirajo elastične multipole v središču krožnih nehomogenosti. Inducirani multipoli, 
ki se nahajajo blizu robov telesa naprej inducirajo zrcalne multipole, tako da so izpolnjeni 
robni pogoji na robovih (npr. 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 0,𝜎𝜎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 za ravni, prosti rob z normalo v smeri osi 𝑦𝑦). 
Celotna napetostna funkcija je vsota napetostne funkcije »zunanje« obremenitve, napetostnih 
funkcij induciranih multipolov in napetostnih funkcij induciranih zrcalnih multipolov. 
Neznane vrednosti amplitud induciranih multipolov v napetostni funkciji končno izračunamo 
iz zahteve po izpolnjevanju robnih pogojev na mejah/stiku med nehomogenostmi in osnovnim 
materialom. Podrobnejši opis metode elastičnih multipolov z uporabo zrcalnih nabojev je 
podan v [7]. 
4 Računski/eksperimentalni primeri 
Na sliki 3 (a) je prikazan primer plošče v ravninskem napetostnem stanju z luknjo polmera 
𝑅𝑅 v bližini prostega roba. Plošča je neskončna v smeri osi 𝑥𝑥 in obremenjena z enoosno 
napetostjo 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 = −0,11𝐸𝐸, pri čemer je 𝐸𝐸 Young-ov modul materiala (Poisson-ov količnik 
znaša 𝜈𝜈 = 0,3). 
 
Slika 3: Enoosno obremenjena plošča s krožno luknjo v bližini prostega roba (a), deformirana 
oblika luknje po metodi elastičnih multipolov in po metodi končnih elementov za (b) ℎ 𝑅𝑅⁄ = 4, 
(c) ℎ 𝑅𝑅⁄ = 2 in (d) ℎ 𝑅𝑅⁄ = 1,25. Z rdečo konturo je označena oblika luknje daleč od roba. 
Slike 3 (b), (c) in (d) prikazujejo primerjavo oblike luknje v deformiranem stanju dobljene po 
metodi elastičnih multipolov z obliko, izračunano po metodi končnih elementov (s komercialnim 
programom Ansys R19.0), za različne oddaljenosti središča luknje od prostega roba. Uporabljeni 
so bili kvadratični, ravninski končni elementi v ravninskem napetostnem stanju. 
Vidimo lahko, da se rezultati zelo dobro ujemajo. Rdeča kontura prikazuje obliko 
deformirane luknje daleč stran od roba. Po metodi elastičnih multipolov takšno obliko dobimo, 
če ne upoštevamo induciranih zrcalnih nabojev. Jasno je, da vpliva induciranih multipolov v 
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luknjah, ki so blizu robov, ne smemo zanemariti, vpliv zrcalnih nabojev pa s tem, ko luknjo 
približujemo prostemu robu, postaja vse večji. 
 
Slika 4: Eksperiment na plošči s krožno luknjo v bližini prostega roba (a), (b) deformirana 
oblika kontur, normirana von Misses-ova primerjalna deformacija: (c) po metodi elastičnih 
multipolov, (d) po metodi končnih elementov in (e) izmerjena pri eksperimentu (DIC). 
Eksperimentalni vzorec, prikazan na sliki 4 (a), je bil dimenzij 100 mm x 100 mm x 25 mm. 
Premer luknje je znašal 2𝑅𝑅 = 8,11 mm, razdalja med središčem luknje in prostim robom pa je 
bila ℎ = 6,25 mm. Young-ov modul materiala znaša 𝐸𝐸 = 0,97 MPa, njegov Poisson-ov 
količnik je 𝜈𝜈 = 0,49 (uporabljena je bila silikonska guma Zhermack Elite Double 32, materialni 
parametri so bili pomerjeni z nateznim testom). 
Tabela 1: Primerjava rezultatov v točkah A, B, C in D na sliki 4. 
Točka 
deformacija 𝜀𝜀𝑣𝑣𝑣𝑣 𝜀𝜀𝑣𝑣𝑣𝑣𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒⁄  napaka MEM (%) 
MEM MKE DIC vs MKE vs DIC 
A 1,5390 1,4868 1,3998 3,5 9,9 
B 0,5782 0,5586 0,5506 3,5 5,0 
C 1,1760 1,1406 1,1586 3,1 1,5 
D 0,9932 0,9836 0,9792 1,0 1,4 
 
V simulaciji z metodo končnih elementov je bil modeliran končni 2D vzorec dimenzij 100 mm 
x 100 mm v ravninskem napetostnem stanju. V metodi elastičnih multipolov je bil vzorec 
neskončen v smeri osi 𝑥𝑥 ter obremenjen z napetostjo 𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒𝐸𝐸, pri čemer je 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 »vsiljena« 
enoosna deformacija (zaradi kontrole premika na eksperimentalni napravi). Polje premikov pri 
eksperimentu je bilo določeno s pomočjo digitalne korelacije slik (DIC) s programom Ncorr v1.2. 
Na slikah 4 (c), (d) in (e) so prikazani rezultati za von Misses-ovo primerjalno deformacijo, 
izračunani po metodi elastičnih multipolov, po metodi končnih elementov ter rezultati, pomerjeni 
pri eksperimentu. Rezultati so normirani s primerjalno deformacijo 𝜀𝜀𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒 = |𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑒𝑒| zaradi »zunanje« 
oz. vsiljene deformacije. Ponovno lahko ugotovimo, da se rezultati zelo dobro ujemajo, kar 
potrjujejo tudi rezultati, prebrani iz posameznih točk, prikazanih na sliki 4 (Tabela 1).  
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5 Zaključek 
Predstavljena je metoda elastičnih multipolov za analizo linearnih deformacij ravninskih 
elastičnih struktur končnih dimenzij z luknjami in vključki krožne oblike po kateri vrednosti 
amplitud induciranih multipolov v napetostni funkciji določimo iz zahteve po izpolnjevanju 
robnih pogojev na stiku med nehomogenostmi in osnovnim materialom. Metoda je analogna 
uporabi zrcalnih nabojev in indukcije v elektrostatiki.   
Dobili smo dobro ujemanje med rezultati, izračunanimi po metodi elastičnih multipolov, in 
rezultati po metodi končnih elementov ter z rezultati eksperimentov. Metoda končnih 
elementov še vedno predstavlja najbolj razširjeni pristop, po katerem lahko izračunamo 
deformacije ploskovnih elementov z različnimi nehomogenostmi. Pomanjkljivost končnih 
elementov in ostalih numeričnih metod z ozirom na metodo elastičnih multipolov je v tem, da 
ne nudi vpogleda v fizikalne razloge nastanka deformacij/deformacijskih vzorcev, poleg tega 
pa je metoda elastičnih multipolov, kljub upoštevanju induciranih zrcalnih elastičnih nabojev, 
še vedno računsko precej manj zahtevna (edine neznanke v MEM so velikosti induciranih 
elastičnih nabojev multipolov v nehomogenostih, katerih število je več redov velikosti nižje 
od število neznank v vozliščih končnih elementov, ki so potrebni za dovolj kvalitetno 
diskretizacijo geometrije podobnih struktur). 
Metodo elastičnih multipolov je mogoče posplošiti za opisovanje deformacij struktur z 
nekrožnimi luknjami (npr. za modeliranje razpok) in vključki. Kljub temu, da je predstavljena 
metoda omejena na linearno področje deformacij, je koncept elastičnih multipolov uporaben 
tudi v nelinearni (npr. stabilnostni) analizi mehanskih metamaterialov. Iz interakcije elastičnih 
kvadropolov je tako mogoče kvalitativno napovedati uklonsko obliko metamaterialov z 
periodično porazdelitvijo lukenj [1]. Nedavno je bil pristop z elastičnimi kvadropoli uporabljen 
za izračun približkov začetne linearne deformacije, kritične uklonske obremenitve in uklonske 
oblike tlačno obremenjenih, periodičnih 2D struktur [3]. 
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Meritve tokovnega polja modelske vetrnice za zaščito pred 
spomladansko pozebo 
M. Fike1 
Fluid flow measurements around model size frost protection 
wind turbine 
 
Povzetek. V prispevku je predstavljena izvedba in rezultati meritev tokovnega polja 
modelske vetrnice za zaščito pred spomladansko pozebo. Hitrosti so bile izmerjene z 
metodo LDA na štirih karakterističnih prerezih in sicer daleč pred, tik pred, tik za in daleč 
za rotorjem pri različnih vrtilnih hitrostih rotorja in različnih nastavnih kotih lopatic vetrne 
turbine.  Na podlagi meritev je bil določen optimalni nastavni kot lopatic v odvisnosti od 
vrtilne hitrosti rotorja. 
Abstract. The paper presents experimental set up and results of fluid flow measurements 
around model size frost protection wind turbine. Laser doppler anemometry system was 
used for velocity measurements at four characteristic cross sections, some way upstream 
of the turbine, just before the blades, just after the blades and some way downstream of the 
blades. Measurements were performed at various rotational speeds and various pitch 
angles. Based on the measurements, optimal pitch angles were determined with respect to 
the rotor speed. 
1 Uvod 
Spomladanske pozebe so v zadnjih desetletjih vse pogostejše in povzročajo vedno večjo 
gospodarsko škodo tudi v sadjarstvu. Pri padcu temperatur pod ničlo pride do pozebe, če je 
sadna vrsta v občutljivi fenofazi. Zaradi višjih povprečnih temperatur prihaja do zgodnejšega 
fenološkega razvoja, brstenja in cvetenja vseh sadnih vrst in večje občutljivosti za 
spomladanske pozebe. Če se v marcu in aprilu dvigne povprečna temperatura za 1° C, lahko 
pričakujemo za 4 do 10 dni zgodnejše cvetenje vseh sadnih vrst in posledično večjo nevarnost 
izpada pridelka sadja. S podobnimi problemi so se in se srečujejo tudi v drugih sadnih okoliših 
Evrope. Največ izkušenj z aktivno zaščito nasadov jablan in hrušk pred spomladanskimi 
                                                     
1Fakulteta za energetiko, Univerza v Mariboru 
- 26 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 2 - 
mrazovi imajo sadjarji v Italiji na Južnem Tirolskem. Proti spomladanskim pozebam se je 
potrebno boriti s pasivnimi in aktivnimi tehnikami. Spomladanske pozebe lahko povzročijo 
pridelovalcem zelo veliko gospodarsko škodo. V ekstremnih neugodnih vremenskih razmerah 
(leto 2016 in 2017) je prišlo do popolnega izpada pridelka jabolk in večine sadnih vrst. Glavni 
dohodek slovenskih sadjarjev predstavlja tržna pridelava jabolk namizne kakovosti, zato ni 
vseeno kako uspešno bodo tehnike zaščite pred spomladanskimi pozebami v prihodnje 
vključene v tehnologije pridelave sadja. 
V prispevku je predstavljena teorija elementov lopatice in teorija gibalne količine elementov 
lopatice. Z omenjeno metodo je bila oblikovana lopatica trilopatične vetrnice. V nadaljevanju 
sledi opis merilnega eksperimenta in sicer izvedba meritev tokovnega polja modelske velikosti 
vetrnice pri različnih vrtilnih hitrostih in različnih nastavnih kotih lopatic vetrnice z namenom 
raziskovanja tokovnega polja in iskanja optimalne geometrije in pogojev obratovanja. 
2 Oblikovanje lopatic 
Za oblikovanje lopatic vetrnice za zaščito pred pozebo je bil izdelan program na osnovi teorije 
elementov lopatic in teorije gibalne količine elementov lopatice. Lopatice vetrnice za zaščito 
pred pozebo so oblikovane kot propelerske lopatice, ki so optimirane glede na potisk. V 
nadaljevanju je na kratko predstavljena teorija elementov lopatice in teorija gibalne količine 
elementov lopatice. 
2.1 Teorija elementov lopatice 
Sile na lopatico vetrne turbine lahko izrazimo kot funkcijo koeficientov vzgona in upora in 
napadnega kota. Predpostavimo, da razdelimo lopatico na N odsekov (elementov, delov), da 
ni aerodinamične interakcije med elementi (torej ni toka v radialni smeri) ter da so sile na 
lopatico odvisne izključno od koeficientov upora in vzgona, ki sta odvisna od oblike 
aerodinamičnega profila. 
Pri analizi sil na odsek lopatice vetrne turbine upoštevamo, da je sila upora vzporedna, sila 
vzgona pa pravokotna glede na vektor relativne hitrosti vetra. 
Brezdimenzijsko število razmerje hitrosti vrha lopatice (angl.: tip-speed ratio)   je razmerje 
med tangencialno komponento hitrosti in aksialno komponento hitrosti vetra na vrhu lopatice: 
  =
             ℎ      
         ℎ      
=
  
  
=
Ω 
  
 (2) 
Kot relativnega vetra   vsota napadnega kota   in zasučnega kota  : 
  =   +   (3) 
Nadalje lahko iz geometrije razberemo naslednje relacije: 
tan   =
  (1 −  )
Ω (1 +  ′)
=
1 −  
(1 +   )  
 (2) 
     =
  (1 −  )
sin  
 (5) 
     =
Ω (1 +  ′)
cos  
 (6) 
kjer je: 
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     – relativna hitrost [m/s], 
 – aksialni indukcijski faktor 
 ′– kotni indukcijski faktor 
 
Iz definicije koeficienta vzgona in koeficienta upora izhaja, da sta sili upora    in vzgona    
posameznega odseka enaki: 
  =   
1
2
     
    (7) 
  =   
1
2
     
    (8) 
 
Karakteristična površina  , ki nastopa v enačbah (7) in (8), je v našem primeru enaka zmnožku 
dolžine tetive   in višine odseka   : 
  =      (9) 
S pomočjo do zdaj znanih enačb in s pomočjo geometrije obtekanja profila lahko zapišemo: 
   =   
1
2
     
      (10) 
   =   
1
2
     
      (11) 
    =    cos   +    sin   (12) 
    =    sin   −    cos   (13) 
kjer je: 
   – inkrementalna sila vzgona [N], 
   – inkrementalna sila upora [N], 
    – inkrementalna sila, ki deluje normalno na rotacijsko ravnino (normalna sila) [N], 
    – inkrementalna sila, ki deluje tangentno na rotacijsko ravnino (tangentna sila) [N]. 
V primeru   lopatic je skupna inkrementalna normalna sila     na odsek na razdalji r enaka: 
    =  
1
2
ρ    
  (C  cos   + C  sin  )c dr (14) 
Skupni inkrementalni navor    pa lahko zapišemo kot: 
   =         =  
1
2
     
  (C sinφ − C  cos  )cr dr (15) 
Če definiramo še normalni koeficient    in tangencialni koeficient   : 
   = Cl cos   + Cd sin   (16) 
   = Cl sin φ − Cd cos   (17) 
Lahko zapišemo skupno inkrementalno normalno silo in skupni inkrementalni navor kot: 
    =  
1
2
ρ    
  C c dr (18) 
   =  
1
2
     
  C c r dr (19) 
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Na tej točki definirajmo še lokalni koeficient potiska    , ki ga lahko definiramo za vsak 
kolobarni del rotorja kot: 
    =
   
1
2
  1
2 
=
   
1
2
  1
22    
 (20) 
2.2 Teorija gibalne količine elementov lopatice (BEM teorija) 
Teorija gibalne količine elementov lopatice (Blade Element Momentum Theory) združuje 
enodimenzionalno teorijo gibalne količine in teorijo elementov lopatice. 
Če definiramo še  ′ kot lokalno soliditeto: 
 ′ =
  
2  
 (21) 
  =
1
4       
 ′  
+ 1
  
(22) 
 ′ =
1
4            
 ′  
− 1
 
(23) 
Ko s pomočjo kalkulacij izračunamo faktorje indukcije, lahko izračunamo skupni navor vseh 
lopatic   in mehansko moč vetrnice na gredi  : 
  =      (24) 
  =  Ω. (25) 
3 Postavitev eksperimenta 
3.1 Geometrija 
Na podlagi zbranih podatkov o komercialnih izvedbah smo se odločili, da bomo za 
preprečevanje pozebe uporabili vetrnico s premerom 4 metre in višino stolpa 10 metrov. Za 
oblikovanje lopatic je bil uporabljen aerodinamični profil S826. Za prvotno geometrijo smo si 
izbrali preizkušeno geometrijo za vetrne turbine [1]. Na ta način smo dobili dolžine tetiv na 
izbranih radijih. V nadaljevanju je bila uporabljena BEM metoda s katero smo določili 
optimalno obliko lopatic vetrnice proti pozebi. Optimizacija oblike lopatic je potekala glede 
na največji možni potisk, ki ga vetrna turbina doseže. 
Za izvedbo meritev je bila nato vetrna turbina pomanjšana na zunanji premer rotorja 700 mm. 
Turbina je sestavljena iz treh lopatic, ki so bile pritrjene  na pesto premera  116 mm. Pesto je 
omogočalo spremembo nastavnega kota.  
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Slika 1: Lopatica vetrne turbin za zaščito pred pozebo, s prikazanimi profili na izbranih 
prerezih. 
3.2 LDA merilni sistem 
Uporabljen je bil 2D merilni sistem Flow Explorer proizvajalca Dantec Dynamics s 
procesorjem BSA F 600. Moč diodnega laserja je znašala 70 mW, valovna dolžina laserskih 
žarkov  660/785 nm (1D/2D). Goriščna razdalja leč je znašala 500 mm. Laserska naprava je 
bila pritrjena na koordinatno pozicionirni sistem, ki je skrbel za premikanje in pozicioniranje 
naprave za izvedbo meritev v željeni točki. Za krmiljenje naprave je bil uporabljen program 
BSA Flow. Osemenitev toka je bila izvedena z meglo, ki jo je proizvajal generator megle. 
Merilna negotovost merilnega sistema znaša manj kot 0,1 %. 
 
4 Rezultati 
Izmerjeni so bili poteki aksialnih hitrosti na 4 karakterističnih linijah in sicer daleč zadaj (365 
mm za rotorjem), tik za (40 mm za rotorjem)), tik pred (45 mm pred rotorjem) in daleč pred 
(635 mm pred rotorjem)   za rotorjem pri različnih vrtilnih hitrostih rotorja  in pri različnih 
nastavnih kotih lopatic. 
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Slika 2: Prikaz dveh karakterističnih linij od štirih, tik pred in tik za rotorjem 
Meritve so bile izvedene pri 500, 600, 700 in 750 vrtljajih na minuto in pri naslednjih nastavnih 
kotih: -4 º, -2,72 º, 5,44 º, 8,4 º, 13,6 º, 20 º in 32 º. Iz slike 3 je razvidno, da najvišje hitrosti 
za rotorjem pri vrtilni hitrosti 500 in 600 vrtljajev na minuto dosežemo pri nastavnem kotu 32 
º. Pri vrtilni hitrosti 700 in 750 vrtljajev na  minuto  najvišje hitrosti za rotorjem dosežemo pri 
nastavnem kotu 20 º. Z zmanjševanjem nastavnega kota se hitrosti zmanjšujejo. Najnižje 
hitrosti so pri vseh vrtilnih hitrostih pri najmanjšem nastavnem kotu -4 º. 
 
 
Slika 3: Potek hitrosti za vetrnico pri različnih vrtljajih 
Na sliki 4 so prikazana tokovna polja hitrosti za vetrnico pri nastavnem kotu lopatic 20 º pri 
različnih  vrtilnih hitrostih 500, 600, 700 in 750 vrtljajih na minuto. Na abscisni osi je prikazana 
Linija meritev 
tik za rotorjem 
Linija meritev 
tik pred rotorjem 
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koordinata x, ki odgovarja lokaciji LDA merilne naprave in sovpada z koordinato   v prej 
navedenih enačbah. Tokovna polja so bila izrisana na podlagi meritev hitrosti v aksialni smeri 
na daljici daleč za vetrnico. Vrednosti hitrosti na daljici so bile rotirane okoli osi vrtenja 
vetrnice in tako so nastale slike tokovnih polj. Iz slik je razvidno, da tokovno polje za vetrnico 
še ni popolnoma razvito, saj se še vedno vidi vpliv pesta. Hitrosti daleč proč od središča vrtenja 
so blizu 0 m/s, s približevanjem centru vrtenja se hitrosti povečujejo, nato pa se zaradi vpliva 
pesta zmanjšujejo. Na podlagi slik ugotavljamo, da je najbolj učinkovit pri danih vrtljajih  
sredinski del lopatic, kjer so hitrosti v aksialni smeri najvišje. 
 
Slika 4: Prikaz tokovnih polj za vetrnico pri nastavnem kotu lopatic 20 º pri različnih vrtilnih 
hitrostih 
Slika 5 prikazuje hitrostna polja (hitrost v aksialni smeri) na štirih karakterističnih presekih, 
daleč zadaj (365 mm za rotorjem), tik za (40 mm za rotorjem)), tik pred (45 mm pred rotorjem) 
in daleč pred (635 mm pred rotorjem) pri vrtilni hitrosti 750 rpm in nastavnem kotu lopatic 32 
º. Hitrosti so bile z LDA napravo izmerjene na polovici pretočnega preseka, pri čemer so bile 
merilne točke oddaljene 40 mm v x smeri in 50 mm v y smeri. Prikazana tokovna polja so 
skladna s teorijo namišljene tokovne cevi. Namišljena tokovna cev se v primeru vetrnice za 
zaščito pred pozebo, ki deluje v propelerskem režimu, zoži od vstopa proti izstopu. Ta zožitev 
je posledica ohranjanja masnega toka skozi vetrno turbino. V lopaticah vetrnice pred pozebo 
se mehansko delo, ki je potrebno za pogon vetrnice, spremeni v kinetično energijo, hitrost 
zraka za vetrnico se pri tem poveča. 
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Slika 5: Prikaz tokovnih polj daleč pred, tik pred, tik za in daleč za vetrnico pri 750 rpm in 
nastavnem kotu 32 º. 
Aksialna hitrost daleč pred vetrnico zanaša pri 750 vrtljajih na minuto 0,42 m/s,  tik pred in tik 
za vetrno turbino je razviden vpliv pesta, zato so hitrosti okoli središča tokovne cevi blizu 0 
m/s, hitrosti pa v področju lopatic močno naraste. Daleč za vetrnico se tokovno polje premeša 
in v področju premera vetrne turbine je razlika med minimalno in maksimalno hitrostjo manjša 
kot v bližini rotorja vetrnice.  
5 Zaključek 
V prispevku je prikazano raziskovanje tokovnega polja vetrnice namenjene zaščiti pred 
pozebo. Na podlagi teorije elementov lopatic in teorije gibalne količine elementov lopatic je 
bila zasnovana vetrna turbina, ki je bila nato pomanjšana in izdelana z uporabo tehnologije 3D 
tiskanja. Z uporabo LDA merilnega sistema so bila izmerjena hitrostna polja v aksialni smeri 
na štirih karakterističnih prerezih pri različnih nastavnih kotih lopatic in vrtilnih hitrostih 
rotorja. Za različne vrtilne hitrosti je bil določen optimalni nastavni kot lopatic. 
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Eksperimentalna in numericˇna dolocˇitev potovanja susˇilne
fronte po poroznem materialu
Timi Gomboc1, Jurij Iljazˇ1, Matej Zadravec1, Matjazˇ Hribersˇek1
Experimental and numerical determination of drying front
moving in porous material
Povzetek Numericˇno modeliranje susˇenja poroznih snovi je tesno povezano s poznavanjem to-
plotnih lastnosti materiala. Porozni materiali namrecˇ vsebujejo vlago v svoji notranjosti, kar pa v
primeru susˇenja zahteva modeliranje prenosa toplote v materialu. Za potrjevanje pravilnosti nu-
mericˇnih modelov najvecˇkrat uporabimi primerjavo z eksperimentalnimi rezultati. V prispevku je
obravnavana zasnova in izvedba eksperimenta za dolocˇitev potovanja susˇilne fronte po notranjosti
diska aktivnega blata ter primerjava z numericˇnimi rezultati. Ujemanje med numericˇnimi in ekspe-
rimentalnimi podatki je zelo dobro, kar potrjuje uporabnost numericˇnega modela.
Abstract. Numerical modeling of drying porous materials is closely related to the material‘s
heat properties. Porous materials contain moisture in their interior. The heat transfer inside the
material has to be modeled for numerical modeling of drying of porous material. Comparison with
experimental results is often used to confirm the correctness of the numerical models. The paper
deals with an experiment designed to determine the moving of the drying front inside a sewage
sludge disk, and a comparison is presented between the experimental and numerical results. A good
match between the numerical and experimental results is presented, which confirms the applicability
of the numerical model.
1 Uvod
Susˇenje vlazˇnih snovi je eno izmed kljucˇnih podrocˇij procesne tehnike, ki je zastopano na
razlicˇnih industrijskih podrocˇjih. V osnovi ga definiramo kot proces, pri katerem pride do
uparjanja kapljevite faze (tekocˇine) z namenom, da neko snov osusˇimo.
Matematicˇno modeliranje susˇenja je mocˇno povezano z lastnostmi materiala, ki ga obravna-
vamo, saj gre lahko le za odstranjevanje povrsˇinske vlage, kadar imamo opravka z neporoznimi
materiali, ali pa za bistveno bolj zapletene sisteme, cˇe gre za porozne materiale, pri katerih
1 Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Mariboru
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imamo poleg povrsˇinske vlage sˇe vlago v notranjosti materiala. Pomembno vlogo pri tem ima
natancˇno poznavanje toplotnih materialnih lastnosti. Toplotne lastnosti poroznih materialov so
sˇe poseben izziv, saj je material sestavljen iz trdne matrice in tekocˇine, ki jo zapolnjuje. Toplo-
tne lastnosti so tako kombinacija toplotnih lastnosti posameznih komponent. Pri aktivnem blatu
tako toplotne lastnosti mokrega blata temeljijo na toplotnih lastnostih blata in vode, medtem ko
pri suhem blatu toplotne lastnosti temeljijo na toplotnih lastnostih blata in zraka. Eksperimen-
talno dolocˇitev toplotnih lastnost aktivnega blata v svojih prispevkih obravnavajo Gomboc in
sod. [1, 2]. Dolocˇene vrednosti za mokro in suho aktivno blato, nam sluzˇijo kot vhodni podatki
za izvedbo numericˇnih simulacij.
V splosˇnem poznamo dosti razlicˇnih tehnik in nacˇinov susˇenja, za katere je bilo razvitih veliko
numericˇnih modelov. Eden izmed nacˇinov, kjer se v veliki vecˇini soocˇamo s susˇenjem poroznih
materialov je razprsˇilno susˇenje, kar pricˇajo tudi sˇtevilne objave razlicˇnih avtorjev. Obravnava
susˇenja poroznih materialov poteka v vecˇ stopnjah. V prvi stopnji pride do odstranjevanja vlage
na povrsˇini materiala. Prva stopnja susˇenja poteka, dokler se na materialu ne oblikuje suha
skorja. Po nastanku suhe skorje susˇenje preide v drugo stopnjo, ko se zacˇne susˇiti notranjost
delca. Pri tem se nam znotraj delca tvori mokro, sˇe ne osusˇeno jedro, obdaja pa ga zˇe osusˇena
suha skorja, ki se tekom susˇenja debeli. Avtor D. Levy-Hevroni je leta 1995 objavil prispe-
vek s podrocˇja vecˇfaznega razprsˇilnega susˇenja [3], v katerem obravnava vecˇfazni tok zraka in
suspenzije, ki je sestavljena iz premogovega prahu in vode. Proces susˇenja delca obravnava v
dveh stopnjah (prva in druga) na osnovi enodimenzijskega cˇasovno neodvisnega toka. Nadaljnje
raziskovanje je potekalo na primeru kapljic, v katerih je vecˇje sˇtevilo netopnih jeder, kar vodi
do tvorjenja porozne skorje iz teh delcev. Prispevke s tega podrocˇja je objavil avtor M. Mez-
hericher [6, 7]. Modeliranje susˇenja poroznega delca je potekalo na osnovi dvo-stopenjskega
modela, simulacije pa so bile izvedene s komercialnim programskim paketom Ansys Fluent z
dodanimi dvostopenjskimi modeli, ki jih je razvil avtor M. Mezhericher. Med zadnje prispevke
s podrocˇja vecˇstopenjskega susˇenja poroznega materiala spada prispevek avtorja G. Sagadina
[5, 4], v katerem avtor obravnava tristopenjsko susˇenje poroznega delca. Izracˇun temperatur-
nega polja v drugi stopnji susˇenja, v kateri se susˇilna fronta premika po notranjosti delca, pri
tem pa se delec razdeli v dve obmocˇji, in sicer na mokro jedro in suho skorjo, je bil obravnavan
numericˇno na osnovi metode koncˇnih razlik. Za modeliranje prenosa snovi, je bil uporabljen
model enostranske Stefanove difuzije. Resˇevanje zvezne faze (susˇilni plin) je bilo izvedeno na
osnovi racˇunalnisˇke dinamike tekocˇin v programskem paketu Ansys CFX.
Prispevek obravnava zasnovo in izvedbo eksperimenta za dolocˇitev potovanja susˇilne fronte po
notranjosti diska aktivnega blata ter primerjavo z numericˇnimi rezultati. Za izvedno numericˇnih
izracˇunov so bile uporablejen toplotne lastnosti aktivnega blata iz prispevka Gomboca in sod.
[1, 2] ter numericˇni model razvit v prispevku Sagadina in sod. [5], kjer je bila uposˇtevana zgolj
druga stopnja susˇenja (susˇenje notranjosti diska) [9]. Eksperimentalni in numericˇni rezultati
kazˇejo zelo dobro ujemanje in potrjujejo primernost modela, za modeliranje susˇenja poroznega
materiala.
2 Zasnova in izvedba eksperimenta
Eksperimentalno delo je potekalo na diskih aktivnega blata velikosti 15 mm in debeline 3 mm.
Aktivno blato uporabljeno za eksperimentalno delo, je bilo odvzeto na cˇistilni napravi na severo
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vzhodu Slovenije. Vzorec blata na katerem je potekala meritev, je bil namesˇcˇen med dve plosˇcˇi,
kot je to prikazano na sliki 1a. Okrog diska je bilo namesˇcˇenih 12 cevk, skozi katere je bil
dovajan segret susˇilni plin. Gretje susˇilnega plina je potekalo v bakreni cevi zviti v spiralo, ki
je bila potopljena v vrocˇo vodo. Pri tem je bil susˇilni plin v stiku s susˇecˇim se diskom samo po
njegovem plasˇcˇu.
Slika 1 : Shematski prikaz postavitve diska aktivnega blata pri eksperimentu a) in polozˇaj
temperaturnih tipal b). Cˇrke A, B, C in D oznacˇujejo razdaljo med polozˇajem temperaturnih
tipal. Cˇrka F oznacˇuje razmik med plosˇcˇama.
Za meritve so bila uporabljena temperaturna tipala tipa J, merilne negotovosti 0,04 % glede na
vrednost merjene temperature. Zajemanje podatkov je potekalo z opremo znamke National In-
struments in sicer je bil uporabljen vijacˇni c modul 9212 in ohisˇje cDAQ−9174. Temperaturna
tipala so bila po radiju delca namesˇcˇena, kot je prikazano na Sliki 2b. Pri tem je bilo tipalo T1 v
sredisˇcˇu diska, razdalje med preostalimi tipali T2, T3, T4 in T5 pa so podane v Tabeli 1. Konica
temperaturnega tipala je bila v vzorcu namesˇcˇena na razdalji F/2. Susˇenje diska je potekalo s
dolzˇina [mm]
A 1,65
B 1,65
C 1,65
D 1,60
F 3,0
Tabela 1 : Razdalje med temperaturnimi tipali in plosˇcˇama, prikazane na Sliki 1.
segretim zrakom, katerega temperatura je bila skozi vse eksperimente merjena s temperaturnim
tipalom. Izvedenih je bilo osem ponovljenih meritev.
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Slika 2 : Eksperimentalna proga.
3 Rezultati meritev potovanja susˇilne fronte
Rezultate temperaturnega profila skozi susˇenje diska aktivnega blata prikazujejo Slika 3, Slika
4 in Slika 5. Modra cˇrtkana cˇrta na grafih prikazuje povprecˇno vrednost osmih meritev za posa-
mezno temperaturno tipalo. Povprecˇne vrednosti osmih ponovljenih meritev so prikazane na
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Slika 3 : Temperaturni profil skozi susˇenje diska aktivnega blata na temperaturnem tipalu T5
(levo) in T4 (desno). M−1 do M−8 prikazuje vrednosti za osem razlicˇnih meritev, medtem ko
modra cˇrtkana cˇrta prikazuje povprecˇno vrednost vseh osmih meritev.
desnem grafu na Sliki 5. Vidimo lahko, da se disku na zacˇetku susˇenja nekoliko povisˇa tem-
peratura, ki je potem skorajda konstantna, dokler na posamezni tocˇki ne pride do prevoja in se
temperatura zacˇne zvisˇevati. Iz prikazanih rezultatov je lepo razvidno potovanje susˇilne fronte
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Slika 4 : Temperaturni profil skozi susˇenje diska aktivnega blata na temperaturnem tipalu T3
(levo) in T2 (desno). M−1 do M−8 prikazuje vrednosti za osem razlicˇnih meritev, medtem ko
modra cˇrtkana cˇrta prikazuje povprecˇno vrednost vseh osmih meritev.
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Slika 5 : Temperaturni profil skozi susˇenje diska aktivnega blata na temperaturnem tipalu T1
(levo) in povprecˇna temperatura skozi susˇenje diska aktivnega blata na vseh petih merilnih
mestih (desno).
po susˇecˇem se disku. Konstantna temperatura na grafu pomeni, da susˇilna fronta sˇe ni prispela
na to obmocˇje delca. V trenutku, ko susˇilna fronta pride do polozˇaja, kjer je namesˇcˇeno tem-
peraturno tipalo, lahko zaznamo majhno podhladitev, kar je posledica intenzivnega uparjanja
vlage. Zatem se zacˇne temperatura na tem obmocˇju znova zvisˇevati in se ustali pri temperaturi
susˇilnega plina, ki je na Sliki 5 oznacˇena z zeleno barvo.
4 Numericˇni preracˇun susˇenja poroznega materiala
Kot smo zˇe zapisali v uvodnem delu pride pri susˇenju poroznega materiala po osusˇitvi povrsˇine
do odstranjevanja vlage iz notranjih por. Ker je disk stisnjen med dve plosˇcˇi prihaja do toplotne
izmenjave samo po plasˇcˇu diska. Posledicˇno v disku nastaneta dve obmocˇji in sicer zˇe osusˇeno
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suho obmocˇje in sˇe ne osusˇena mokra notranjost. Ker imata nastali obmocˇji razlicˇne materialne
lastnosti moramo zapisati enacˇbo ohranitve energije za vsako obmocˇje posebej [8],
ρici
∂Ti
∂t
= ~∇ · (λi~∇Ti), (1)
kjer ρi predstavlja gostoto, ci specificˇno toplotno kapacitivnost, Ti temperaturo, λi toplotno
prevodnost in indeks i = d oz. i = w suho obmocˇje in mokro obmocˇje. Masni tok uparjene
vlage na medfazni povrsˇini susˇecˇega se diska zapisˇemo kot [8]:
m˙ f ,i =−8piε
βD f ,dMv pg
κ
(
T d +T w
) RpRi
Rp −Ri ln
 pg − pv,g
pg −
(
κ
4piM f βR2p
m˙ f ,i+
p f ,∞
Tg
)
Ti
 , (2)
kjer β predstavlja koeficient mocˇi, ε poroznost delca, pg tlak susˇilnega plina, Mv molekulsko
maso vode, D f ,d koeficient difuzije vodne pare v suhi skorji, T d in T w povprecˇno temperaturo
suhe skorje in mokrega jedra, Ti temperaturo na medfazni meji, p f ,i tlak nasicˇenja vodne pare na
medfazni meji in pv,g parcialni tlak vodne pare v susˇilnem plinu. Podrobnejsˇa izpeljava modela
je podana v prispevkih Sagadina in sod. [5] in Gomboca in sod. [8].
V preracˇunih je bila uporabljena toplotna prevodnost suhega aktivnega blata λ= 0.0512 W/mK,
toplotna prevodnost mokrega aktivnega blata λ = 0.508 W/mK in poroznost aktivnega blata
ε= 0.86 ter specificˇna toplota za mokro aktivno blato cw = 3,55 kJ/kgK in suho aktivno blato
cw = 1,27 kJ/kgK. Zacˇetna vlazˇnost aktivnega blata je bila Xp = 0,85 kg/kg, njegova gostota
pa ρp = 1007 kg/m3. Absolutna vlazˇnost susˇilnega plina je bila Xg = 0.026 kg/kg in toplo-
tna prestopnost α = 16 W/m2K. Racˇunska mrezˇa za izvedbo cˇasovno odvisnega numericˇnega
preracˇuna je v radialni smeri diska vsebovala Nn = 751 racˇunskih vozlisˇcˇ, za preracˇun pa je bil
uporabljen cˇasovni korak ∆t = 0,01 s.
5 Primerjava eksperimentalnih in numericˇnih rezultatov
Na osnovi povprecˇnega temperaturnega profila skozi susˇenje diska aktivnega blata so bili izde-
lani grafi, ki jih prikazuje Slika 6. Na grafih je prikazan temperaturni profil diska v odvisnosti
od razdalje do sredisˇcˇa diska pri sˇtirih razlicˇnih cˇasih susˇenja. Tako nam Slika 6 a prikazuje
temperaturni profil pri cˇasu 20 minut, Slika 6 b pri cˇasu 40 minut, Slika 6 c pri cˇasu 60 minut in
Slika 6 d pri cˇasu 80 minut. Razdalja do sredisˇcˇa diska 0 mm na grafih pomeni sredisˇcˇe susˇecˇega
se diska, medtem ko 7,5 mm predstavlja povrsˇino diska. Temperatura susˇilnega plina za namen
numericˇne simulacije je bila ves cˇas cˇasovno spreminjana glede na potek, ki je bil izmerjen v
okviru eksperimenta in je prikazan z zeleno krivuljo na desnem grafu na Sliki 5.
Na grafih, ki so prikazani na Sliki 6, so prikazane vrednosti temperatur, izracˇunanih na osnovi
numericˇne simulacije susˇenja, oznacˇene z rdecˇimi trikotniki, izmerjene vrednosti pa s cˇrnimi
krogi. Vidimo lahko, da trend temperaturnega profila po razdalji do sredisˇcˇa diska zelo dobro
sovpada s trendom glede na eksperiment. Prav tako zelo dobro sovpadajo vrednosti temperatur
v izbranih tocˇkah, ki so enake tocˇkam, kjer je potekala meritev temperature v eksperimentu.
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Slika 6 : Temperatura v odvisnosti od polmera diska pri cˇasu susˇenja a) 20 minut, b) 40 minut,
c) 60 minut in d) 80 minut.
6 Zakljucˇek
Na osnovi eksperimentalnega dela pridobivamo pomembne podatke, ki nam lahko sluzˇijo za
validacijo razvitih numericˇnih modelov. V primeru susˇenja poroznih materialov so zelo po-
membne toplotne lastnosti materialov, saj obravnavamo prenost toplote v notranjosti materiala.
Predstavljeni rezultati v prispevku kazˇejo na zelo dobro ujemanje med eksperimentalnimi po-
datki in numericˇnimi izracˇuni ter tako potrjujejo ustreznost in pravilnost izvedbe eksperimenta
in uporabljenega numericˇnega modela.
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Eksperimentalne raziskave relaksacije napetosti v tlačno 
obremenjenih vzorcih iz lesa borovine in bukovine 
Sabina Huč1 in Tomaž Hozjan2 
Experimental investigation of stress relaxation of pine and 
beech wood under compression 
Povzetek. Prispevek prikazuje rezultate eksperimentalnih raziskav relaksacije napetosti na 
majhnih vzorcih iz lesa borovine in bukovine z namenom pridobivanja temeljnih informacij o 
reološkem obnašanju lesa pri različnih nivojih obremenitve. Poleg raziskav relaksacije napetosti so 
bili opravljeni tudi testi s konstantno hitrostjo obremenjevanja do porušitve, iz katerih so bile 
dobljene mehanske karakteristike analiziranega lesa. Med testi je bil z optičnim merilnim 
sistemom merjen dvodimenzionalen odziv materiala, kar omogoča uporabo rezultatov pri razvoju 
in kalibraciji ravninskih numeričnih reoloških modelov. Rezultati eksperimentalnih raziskav 
relaksacije napetosti so pokazali nelinearno obnašanje materiala s časom, ki je izrazitejše pri 
visokih stopnjah obremenitve. Relaksacija napetosti je bila višja v smeri vlaken kot pravokotno 
nanje. 
Abstract. In the present paper, results of an experimental investigation of stress relaxation of 
pine and beech wood specimens are presented to acquire fundamental knowledge on the 
rheological behaviour of wood under step-wise loading. Experiments of wood specimens loaded 
until failure with constant rate of deformation were additionally carried out to determine 
mechanical properties of wood. An optical system was used to measure deformations of specimens 
in the direction and perpendicular to the direction of loading. The obtained results present a 
valuable contribution in the process of developing and calibrating of two-dimensional numerical 
rheological models of wood. The experimental results of stress relaxation showed non-linear 
behaviour of wood over time, which is more pronounced at high loading levels. The stress 
relaxation is higher in the grain direction as perpendicular to the grain. 
1 Uvod 
Pri načrtovanju konstrukcij je poleg običajnih zahtev, ki izhajajo iz kratkotrajnih statičnih 
obremenitev, potrebno upoštevati tudi dolgotrajno, časovno-odvisno obnašanje materiala. Še 
posebej je to pomembno pri konstrukcijah iz lesa. Časovno-odvisno obnašanje lesa je v 
veliki meri odvisno od temperature, vsebnosti vlage, nivoja  napetosti in deformacije, vrste 
                                                     
1 ZAG, Zavod za gradbeništvo Slovenije, Ljubljana 
2 Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo, Univerza v Ljubljani 
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lesa, heterogenosti materiala, itd. Les se pri obremenitvi z enakomerno napetostjo ali 
deformacijo v konstantnih podnebnih pogojih obnaša viskoelastično. Kadar pa se vsebnost 
vlage v lesu, ki je hkrati tudi mehansko obremenjen, spreminja, se v lesu pojavijo dodatne, 
t.i. mehansorptivne deformacije. Pojav, ko se deformacija materiala pod enakomerno 
napetostjo s časom povečuje, imenujemo lezenje deformacij. Nasproten pojav, ko je 
deformacija enakomerna in se s časom zmanjšuje napetost, imenujemo relaksacija napetosti. 
Ker gre tako pri relaksaciji napetosti kot pri lezenju deformacij za časovno-odvisne 
spremembe v lesu, oba pojava skupaj imenujemo reološko obnašanje lesa. V procesu lezenja 
deformacij in relaksacije napetosti se v lesu odvijajo enaki molekularni mehanizmi [1], [2], 
kar pomeni, da lahko iz raziskovanja relaksacije napetosti prav tako dobimo pomembne 
informacije o reologiji lesa, in zato pomena tovrstnega raziskovanja nikakor ne gre 
zanemariti. Kljub temu je zanimivo, da je v literaturi  mogoče zaslediti veliko število študij, 
ki analizirajo lezenje lesa (npr. [3], [4], [5]), medtem ko so eksperimentalne raziskave o 
relaksaciji napetosti zelo omejene. Kot že rečeno, je za pravilno razumevanje in matematičen 
opis reološkega obnašanja lesa v različnih časovnih obdobjih potreben širok spekter 
eksperimentalnih podatkov, ki poleg podatkov o lezenju deformacij, vsebuje tudi podatke o 
relaksaciji napetosti. Obsežno eksperimentalno raziskavo o relaksaciji napetosti v tlaku in 
nategu pri različnih nivojih deformacije je za šest tropskih vrst lesa opravil Echeniques-
Manrique [6]. Med drugim je pokazal, da se relaksacija napetosti povečuje z nivojem 
napetosti in je v splošnem večja v tlaku kot v nategu.  
Z namenom boljšega razumevanja reološkega obnašanja lesa v prispevku predstavljamo 
eksperimentalne raziskave relaksacije napetosti v vzorcih iz lesa borovine (rdeči bor, Pinus 
sylvestris L.) in bukovine (navadna bukev, Fagus sylvatica L.), ki so bili vzporedno z vlakni 
in pravokotno na vlakna obremenjeni z različnimi nivoji pomikov. Poleg tega so bili 
opravljeni tudi testi obremenjevanja vzorcev do porušitve pri enakomerni hitrosti 
deformacije, s katerimi smo pridobili osnovne mehanske karakteristike obeh vrst lesa, in 
sicer elastičnega modula, tlačnih trdnosti in Poissonovega količnika. Pridobljeni 
eksperimentalni rezultati so služili tudi za kalibracijo novejšega 2D reološkega modela za 
les, ki je prikazan v drugem prispevku z naslovom: »Numerično modeliranje relaksacije 
napetosti v tlačno obremenjenih vzorcih iz lesa borovine in bukovine«. 
2 Eksperimentalne raziskave 
Na vzorcih iz lesa borovine (Pinus sylvestris L.) in bukovine (Fagus sylvatica L.) so bile 
opravljene eksperimentalne raziskave obremenjevanja do porušitve ter relaksacije napetosti v 
nespremenljivih klimatskih pogojih pri temperaturi 20±1
o
C in relativni vlažnosti zraka 
30±2%. Skupno število vzorcev iz borovine in bukovine prikazujemo v tabeli 1, skupaj z 
geometrijskimi podatki (povprečna površina prečnega prereza A, povprečna višina h in 
povprečna gostota ρ) in podatki o vsebnosti vlage (u). Za potrebe testiranja do porušitve in 
relaksacije napetosti so bili vzorci razdeljeni v več skupin, kar je podrobneje predstavljeno v 
točkah 2.1 in 2.2.  
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Tabela 1: Geometrijski podatki vzorcev in vsebnost vlage. 
 Les 
Število 
vzorcev 
A [cm
2
] h [cm] ρ [kg/cm3] u  [%] 
Rdeči bor  
(Pinus sylvestris L.) 
28 5.915 3.95 537 9 
Navadna bukev  
(Fagus sylvatica L.) 
26 6.0 4.0 681 7 
 
Vzorci, brez grč in drugih nepravilnosti, so bili izrezani iz večjih desk na način, da so sta bili 
vzdolžna (L) oz. tangencialna (T) materialna smer poravnani s smerjo tlačnega 
obremenjevanja, preostali dve materialni smeri, to sta T oz. L smer ter radialna (R) smer, pa 
sta bili pravokotni na smer obremenjevanja. Raziskave so bile opravljene z univerzalno 
enoosno napravo MTS® z zmogljivostjo 100 kN, pri čemer je bil pri vseh testih voden 
pomik bata naprave. Med obremenjevanjem je bila merjena sila s pomočjo programa MTS 
TestSuite
TM
. S programom Advantage Video Extensometer (AVX04), ki deluje po principu 
t.i. optičnih merilnikov deformacij, pa so bile iz izmerjenih pomikov na sprednji ploskvi 
vzorca dobljene deformacije v smeri in pravokotno na smer obremenjevanja. Podatki so se 
zajemali s frekvenco 10 Hz.  
2.1 Obremenjevanje do porušitve  
Za določitev osnovnih mehanskih karakteristik je bilo do porušitve testiranih več vzorcev v 
smereh L in T z različnimi hitrostmi obremenjevanja, ki so bile določene tako, da smo 
porušitev dosegli v največ 5 minutah obremenjevanja. Iz lesa borovine je bilo testiranih 6 
vzorcev v smeri L z enakomerno hitrostjo obremenjevanja 0,2 mm/min in 6 vzorcev v smeri 
T z enakomerno hitrostjo obremenjevanja 0,6 mm/min. Iz lesa bukovine pa je bilo testiranih 
6 vzorcev v smeri L z enakomerno hitrostjo obremenjevanja 0,6 mm/min in 7 vzorcev v 
smeri T z enakomerno hitrostjo obremenjevanja 0,45 mm/min. Iz rezultatov testov sta bila 
določena elastična modula EL in ET v smeri L oz. T in Poissonova količnika 𝜈LT in 𝜈TL za 
posamezno vrsto lesa. Elastična modula EL in ET sta bila določena kot aritmetično povprečje 
elastičnih modulov posameznih vzorcev (srednja vrednost), ki so bili določeni kot količnik 
𝐸𝑖 = ∆𝜎 ∆𝜀𝑖⁄  (i = L, T), kjer je ∆𝜎 prirastek napetosti, ∆𝜀𝑖 pa prirastek deformacije v smeri 
obremenjevanja na intervalu med 15 – 35% maksimalne napetosti 𝜎u,𝑖, dosežene pri 
posameznem vzorcu. Napetost 𝜎 je za posamezni vzorec izračunana kot količnik izmerjene 
sile in površine prečnega prereza vzorca. Poissonova količnika sta izračunana po enačbi  
𝜈𝑖𝑗 = − ε𝑗 𝜀𝑖⁄  (za i, j = L, T in i ≠ j), kjer je 𝜀𝑖 izmerjena deformacija v smeri 
obremenjevanja, ε𝑗 pa v istem testu izmerjena deformacija pravokotno na smer 
obremenjevanja.   
2.2 Relaksacija napetosti 
Preostale vzorce smo uporabili za teste relaksacije napetosti ob obremenjevanju z različnimi 
nivoji pomikov bata, pri čemer je bil posamezen nivo pomika bata vzdrževan za čas 𝑡relax = 
5 min. Med obremenjevanjem je bila hitrost nanašanja pomikov enaka kot v testih 
obremenjevanja do porušitve. Na sliki 1 prikazujemo tipičen razvoj napetosti s časom in v 
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odvisnosti od predpisanega pomika bata v testih relaksacije napetosti tlačno obremenjenih 
vzorcev iz lesa.  
 
 
Slika 1: Tipična krivulja napetost-čas in napetost-deformacija, pridobljena iz testov 
relaksacije napetosti v tlaku pri konstantnih pogojih okolice.  
Protokol testiranja relaksacije napetosti na vzorcih borovine (oznaka P) in bukovine (oznaka 
B) je predstavljen v tabeli 2. Vzorci posamezne vrste lesa so bili razdeljeni v 2 skupini, ki se 
med seboj ločita po smeri obremenjevanja (oznaka L oz. T). Številka 5 v oznaki skupine 
pomeni dolžino relaksacijske periode (𝑡relax). Vzorci v skupini PL52 so imeli eno 
relaksacijsko periodo več od vzorcev v skupini PL52. Kadar so vzorci teh skupin 
obravnavani skupaj, so označeni z oznako PL5. Rezultati podobnega seta testov na vzorcih iz 
lesa borovine, kjer je bila dolžina relaksacijske periode 60 minut, so prikazani v [9]. 
Tabela 2: Protokol testiranja relaksacije napetosti ob obremenjevanju z različnimi nivoji 
pomikov bata. 
Skupina 
 
Število 
testov 
  Pomik bata [mm]    Število  
period 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 1.05 1.2 
Rdeči bor (Pinus sylvestris L.) 
PL51 4             7 
PL52 4            
 
8 
PT5 8            
 
9 
Navadna bukev (Fagus sylvatica L.) 
BL5 8             10 
BT5 8        
 
   
 
9 
 Skupna PL5 = PL51 ∪ PL52. 
 
Relaksacijo napetosti R [%] v posamezni relaksacijski periodi izračunamo kot  
𝑅 = (1 −
𝜎(𝑡)
𝜎max
) ∙ 100, (1) 
Pomik bata Čas

max
trelax
min
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pri čemer je 𝜎(𝑡) določena kot razmerje med tlačno silo pri času t in površino prečnega 
prereza vzorcev A. Maksimalna napetost 𝜎max v enačbi (1) pa je določena kot napetost tik 
pred začetkom vsake relaksacijske periode. Napetosti, 𝜎 in 𝜎max, v enačbi (1) predstavljajo 
povprečne vrednosti za posamezno skupino vzorcev iz tabele 2. 
3 Eksperimentalni rezultati 
V nadaljevanju s terminoma 'izmerjeni' in 'eksperimentalni' imenujemo vse rezultate, ki so 
pridobljeni iz eksperimentalnih raziskav, četudi niso direktno izmerjeni, temveč le izračunani 
na podlagi izmerjene sile v batu in deformacij z optičnim merilnim sistemom. Kjer ni 
omenjeno drugače, prikazani eksperimentalni rezultati (exp) predstavljajo povprečje 
(aritmetična sredina) izmerjenih rezultatov vseh vzorcev v posamezni skupini (PL5, PT5, 
BL5 oz. BT5). 
3.1 Obremenjevanje do porušitve  
Rezultati testov tlačnega obremenjevanja vzorcev do porušitve so prikazani v tabeli 3. Poleg 
srednjih vrednosti (mean) količin, izračunanih iz izmerjenih sil in deformacij, so v tabeli 1 
prikazane še standardne deviacije (std) in koeficient variacije (cov), izračunan kot količnik 
standardne deviacije in srednje vrednosti. Dobljene vrednosti mehanskih karakteristik so 
skladne z literaturo [7]. Pričakovano sta tlačni trdnosti v smereh L in T višji pri vzorcih iz 
bukovine kot pri vzorcih iz borovine. Elastični modul ET je za borovino za  več kot dvakrat 
manjši kot za bukovino. Nekoliko nepričakovano visoke so vrednosti elastičnega modula EL 
za borovino, ki pa so, skladno s poročanji iz literature [8], lahko posledica manjših 
sprememb pogojev pri testiranju, npr. relativne vlažnosti okolice, hitrosti obremenitve, kot 
tudi samih lastnosti lesa npr. gostote, hitrosti rasti, nepravilnosti, oblike in dimenzije vzorca.  
Tabela 3: Elastični modul, tlačna trdnost in Poissonov količnik vzorcev iz lesa borovine in 
bukovine. 
  
EL 
[MPa] 
ET 
[MPa] 
σu,L 
[MPa] 
σu,T 
[MPa] 
νLT 
[/] 
νTL 
[/] 
Rdeči bor (Pinus sylvestris L.) 
mean 17654 599 56.4 7.6 0.330 0.016 
std 1257 56 3.0 0.3 0.160 0.006 
cv [%] 7.1 9.4 5.4 4.1 48.7 36.6 
Navadna bukev (Fagus sylvatica L.) 
mean 14834 1403 73.8 12.9 0.422 0.044 
std 1744 137 2.6 1.3 0.031 0.008 
cv [%] 11.8 9.8 3.5 9.9 7.3 19.0 
 
3.2 Relaksacija napetosti  
Razvoj napetosti in deformacij s časom iz testov relaksacije napetosti je prikazan na sliki 2. 
Iz slik 2a) in 2b), kjer je prikazan časovni razvoj napetosti v smereh L in T, vidimo, da so 
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napetosti pri bukovini (BL5, BT5) večje od napetosti pri borovini (PL5, PT5). Ta razlika je 
večja v smeri T, so pa pričakovano napetosti v smeri T za obe vrsti lesa precej nižje od 
napetosti v smeri L. Z modrima krivuljama na sliki 2c) in 2d) prikazujemo časovni razvoj 
deformacij v lesu v smeri obremenjevanja, rdeči krivulji pa predstavljata odziv oz. razvoj 
deformacij v smeri pravokotno na obremenjevanje. Iz rezultatov časovnega razvoja 
deformacij (sliki 2c in 2d) razberemo, da so v obeh primerih, ko vodimo pomik v L ali T 
smeri, deformacije pravokotno na smer obremenjevanja precej nižje in imajo nasproten 
predznak. Ta rezultat je pričakovan, saj so imeli vzorci ortogonalno orientacijo vlaken, kar 
pomeni, da se vzorec prečno na tlačno obremenitev razširi, saj se deformacije povečajo.  
 
a) b) 
  
c) d) 
  
Slika 2: Časovni razvoj napetosti pri tlačnem obremenjevanju v smeri a) L in b) T ter 
časovni razvoj deformacij v vzorcih iz lesa c) bukovine in d) borovine.  
Slika 3 prikazuje časovni razvoj krivulj relaksacije napetosti, 𝑅, v posamezni relaksacijski 
periodi pri postopnem obremenjevanju s pomikom bata v smereh L in T za vzorce iz 
bukovine (a, b) in borovine (c, d). Rezultati kažejo, da je relaksacija napetosti nelinearna 
funkcija časa za vse nivoje pomikov bata, pri čemer hitrost relaksacije s časom pada. 
Velikost faktorja R se razlikuje glede na vzdrževan nivo pomika bata in smer 
obremenjevanja. Relaksacija napetosti je pri istem nivoju pomika bata v smeri T večja za obe 
vrsti lesa, medtem ko do večje razlike med vrstama lesa pride v smeri L, ko je faktor R za 
bukovino opazno večji. Natančnejši vpliv relaksacije napetosti in razlike med vrstama lesa in 
smermi obremenjevanja v nadaljevanju ocenimo s pomočjo slike 4. 
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a) b) 
  
c) d) 
  
Slika 3: Časovni razvoj relaksacije napetosti 𝑅 pri posameznem nivoju pomika bata za 
bukovino in borovino v L oz. T smeri.  
Na sliki 4 prikazujemo relaksacijo napetosti R na koncu vsake relaksacijske periode v 
odvisnosti od največje napetosti 𝜎L,max oz. 𝜎T,max, dosežene na začetku vsake periode v 
smeri obremenjevanja L oz. T. Simboli označujejo srednjo vrednost, črtice pa označujejo 
minimalne in maksimalne vrednosti faktorja R. Večji raztros rezultatov, tako za faktor R kot 
za največje napetosti, je opaziti tako pri obremenjevanju v smeri T kot v smeri L. Opazimo, 
da srednje vrednosti faktorja R tvorijo konveksno obliko funkcije za obe vrsti lesa in obe 
smeri. Pri tem do največje relaksacije pride pri zadnji relaksacijski periodi. Povzamemo 
lahko, da se material obnaša drugače pri nizkih kot pri visokih napetostih. Verjetno ta 
sprememba v obnašanju materiala nakazuje na prehod iz elastične v plastično deformacijo. V 
območju elastičnih deformacij se z vsakim dodatnim nivojem pomika bata relaksacija 
napetosti zmanjšuje, medtem ko v območju plastične deformacije opazimo nasprotni trend in 
pride do povečanja relaksacije napetosti, kar je tudi v skladu z eksperimentalnimi rezultati 
podanimi v [9]. V smeri L pride do prehoda med elastičnimi in plastičnimi deformacijami 
med nivoji pomikov bata 0,4 in 0,5 mm tako za bukovino kot borovino, v smeri T pa med 
nivoji pomikov bata 0,2 in 0,3 mm za bukovino in 0,3 in 0,4 mm za borovino. Iz primerjave 
za posamezni vrsti lesa vidimo, da je relaksacija napetosti v smeri L na meji med elastičnim 
in plastičnim stanjem približno enaka, tj. okoli 4%. Največja relaksacija napetosti v smeri L 
je za bukovino R  20%, kar je skoraj dvakrat več kot pri borovini (R  10 %). V smeri T pa 
je največja relaksacija napetosti približno enaka za obe vrsti lesa (R  20 %).  
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a) b) 
  
c) d) 
  
Slika 4: Relaksacija napetosti 𝑅 ob koncu vsake periode v odvisnosti od največje napetosti, 
𝜎L,max oz. 𝜎T,max, dosežene na začetku vsake periode v smeri obremenjevanja L oz. T.  
4 Zaključek 
Na vzorcih iz lesa bukovine in borovine so bili opravljeni testi relaksacije napetosti s 
postopnim nanašanjem pomika, ki je bil v zaporednih nivojih enakomerno vzdrževan za čas 
5 minut. Dodatno so bili vzorci iz lesa bukovine in borovine tlačno obremenjeni do porušitve 
s konstantno hitrostjo pomika v smeri vlaken in pravokotno na vlakna. Temperatura in 
vlažnost okolice sta bili med preskušanjem konstantni. Rezultati so pokazali, da sta togost in 
trdnost precej višji v smeri vlaken kot v smeri pravokotno na vlakna za obe vrsti lesa. 
Trdnost bukovine je višja od trdnosti borovine v obeh smereh. Testi relaksacije napetosti so 
pokazali, da je relaksacija napetosti nelinearna funkcija časa pri vseh nivojih pomika. 
Pričakovano pa je nelinearnost izrazitejša pri višjih stopnjah deformacije oziroma napetosti. 
Do večje relaksacije napetosti je prišlo v smeri prečno na vlakna kot v smeri vlaken pri obeh 
vrstah lesa. Izkazalo se je, da je relaksacija napetosti v smeri vlaken večja pri vzorcih iz 
bukovine kot pri vzorcih iz borovine. Pridobljeni eksperimentalni rezultati predstavljajo 
dobro osnovo za razvoj in kalibracijo reoloških modelov lesa, pri čemer je potrebno 
upoštevati, da je reološki odziv lesa izrazito nelinearen.  
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Numerično modeliranje relaksacije napetosti v tlačno 
obremenjenih vzorcih iz lesa borovine in bukovine 
Sabina Huč1 in Tomaž Hozjan2 
Numerical modelling of stress relaxation of pine and beech 
wood under compression 
Povzetek. V prispevku je prikazana uporaba dvodimenzionalnega (2D) reološkega modela za 
napoved časovnega odziva lesa borovine in bukovine pri stopenjsko enakomerni tlačni 
obremenitvi z vodenjem pomika bata v nespremenljivih pogojih okolice. Enačbe 2D reološkega 
modela so rešene z metodo končnih elementov, kjer je spremljan odziv lesenih vzorcev v obliki 
relaksacije napetosti in časovnega poteka deformacij v smeri in pravokotno na smer 
obremenjevanja. Model vsebuje vrsto elastičnih in viskoelastičnih materialnih parametrov, pri 
čemer so bili prvi privzeti iz opravljenih eksperimentalnih raziskav, drugi pa so bili določeni z 
umerjanjem rezultatov modela in eksperimentalnih rezultatov časovnega poteka napetosti. 
Primerjava numeričnih rezultatov z eksperimentalnimi pokaže, da je model zmožen napovedati 
relaksacijo napetosti in 2D deformacijski odziv vzorcev iz lesa borovine in bukovine, pri čemer je 
rezultat umerjanja en niz viskoelastičnih materialnih parametrov za posamezno vrsto lesa.    
Abstract. The paper presents the use of a two-dimensional (2D) rheological model to predict 
the rheological behaviour of pine and beech wood at a stepwise uniform compressive load by 
controlling the displacement under constant ambient conditions. The governing equations of the 
2D rheological model are solved by the finite element method, where the response is monitored in 
the form of stress relaxation and time development of deformations in the direction of loading and 
perpendicular to the loading. The model contains a series of elastic and viscoelastic material 
parameters, the former are determined from the performed experimental investigations, and the 
latter are determined by calibrating the model results and the experimental results of the temporal 
development of stress. Comparison of numerical and experimental results shows that the model is 
able to predict the stress relaxation and 2D deformation response of pine and beech wood samples, 
with the result of calibration being one set of viscoelastic material parameters for each wood type. 
1 Uvod 
Les je naraven, anizotropen, konstrukcijski material, ki se tudi, ko je že vgrajen v objekt, 
odziva na spreminjajoče se pogoje v okolici. Znano je, da je za obstojnost lesenih 
                                                     
1 ZAG, Zavod za gradbeništvo Slovenije, Ljubljana 
2 Fakulteta za gradbeništvo in geodezijo, Univerza v Ljubljani 
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konstrukcijskih elementov nujno, da niso neposredno izpostavljeni padavinam in s tem 
povezani prekomerni vlažnosti, ki vodi v biološki razpad materiala. Tudi, ko so leseni 
konstrukcijski elementi zaščiteni pred vplivi padavin, je njihovo obnašanje še vedno odvisno 
od vsebnosti vlage, ki je posledica spreminjajoče se relativne vlažnosti zraka. Spreminjajoče 
se vsebnost vlage v kombinaciji z mehansko obremenitvijo lesenih konstrukcijskih 
elementov povzroča spreminjanje napetostnega in deformacijskega stanja ter posledično 
povečevanje pomikov lesenih konstrukcijskih elementov s časom. Mehanska obremenitev, 
tako v obliki porazdeljene ali točkovne obtežbe, kakor tudi v obliki vnesenih enakomernih 
pomikov oziroma deformacij, tudi v konstantnih pogojih, brez spreminjanja vsebnosti vlage 
in temperature v lesu, povzroči časovno odvisno napetostno oziroma deformacijsko stanje 
lesa. Tako obnašanje lesa imenujemo reološko oziroma viskoelastično obnašanje, kamor 
spadata pojava lezenja deformacij ob enakomerni porazdeljeni ali točkovni obtežbi in 
relaksacije napetosti ob vzdrževanih enakomernih pomikih oziroma deformacijah lesenih 
konstrukcijskih elementov. V literaturi je mogoče najti precej objav v zvezi s pojavom 
lezenja deformacij, med katerimi prednjačijo eksperimentalne raziskave, medtem ko je 
raziskav na temo relaksacije napetosti v lesu in lesenih konstrukcijskih elementih bistveno 
manj, kar pa ne zmanjšuje pomena tega pojava.  
Matematični opis reološkega obnašanja lesa v konstantnih pogojih je v pretežni meri 
enodimenzionalen (1D) in temelji na kombinacijah t.i. dušilk in vzmeti, pri čemer je zajet 
linearno viskoelastični odziv lesa, kar se smatra kot dobra predpostavka za nizke nivoje 
obremenitev [1], ki so prisotni pri projektiranju lesenih konstrukcijskih elementov v 
običajnem projektnem stanju [2]. Teoretično so 1D modeli dušilk in vzmeti ter njihova 
sposobnost napovedovanja nelinearnega časovnega poteka deformacij oziroma napetosti 
predstavljeni v [3] in [4]. Na primerih lezenja deformacij so 1D modeli uporabljeni večkrat, 
tako za modeliranje 1D, kot 2D odziva [5]-[7], medtem ko je za primere relaksacije napetosti 
modeliranje skoraj neobstoječe. Redka izjema je prispevek [8], kjer je prikazano, da t.i. 
Burgerjev model iz dušilk in vzmeti ne omogoča napovedi relaksacije napetosti v tlačno in 
natezno obremenjenih vzorcih iz različnih tropskih vrst lesa. 
V pričujočem prispevku se ukvarjamo z numeričnim modeliranjem relaksacije napetosti v 
longitudinalni (L) in tangencialni (T) smeri vzorcev iz lesa borovine (rdeči bor, Pinus 
sylvestris L.) in bukovine (navadna bukev, Fagus sylvatica L.), ki so izpostavljeni 
zaporednim nivojem enakomerne obremenitve v tlaku v konstantnih pogojih okolice. Cilj 
prispevka je preveriti zmožnost 2D reološkega modela sočasne napovedi relaksacije 
napetosti in deformacijskega odziva lesa v dveh pravokotnih materialnih smereh. Rezultati 
modela temeljijo na eksperimentalnih raziskavah, ki so podrobneje prikazane v prvem 
prispevku z naslovom 'Eksperimentalne raziskave v tlačno obremenjenih vzorcih iz lesa 
borovine in bukovine [9]. Opravljeni sta umerjanje viskoelastičnih materialnih parametrov 
modela ter primerjava izračunanega z izmerjenim 2D odzivom vzorcev.  
2 Reološki model  
V nadaljevanju je predstavljen matematični zapis 2D reološkega modela, s katerim je 
napovedan odziv vzorcev borovine in bukovine pri stopenjski obremenitvi z enoosnim 
pomikom bata. 2D reološki model omogoča opis časovno odvisnega obnašanja ortotropnega 
materiala v nespremenljivih klimatskih pogojih, kjer je sprememba temperature (ΔT = 0 K) 
in relativne vlažnosti (ΔRH = 0%) zraka enaka nič. Formulacija 2D reološkega modela 
temelji na znanem 1D modelu 'Kelvin Solid' v normalnih materialnih smereh, ki sta označeni 
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z L (longitudinalna) in T (tangencialna) smer. 2D odziv modela je omogočen preko veznega 
modela 'Kelvin-Solid', kot je shematsko prikazano na sliki 1. Reološki odziv materiala v 
strigu je opisan z 1D modelom 'Kelvin Solid'. Vzmeti in dušilke, ki sestavljajo 2D reološki 
model, omogočajo linearen elastičen in linearen viskozen odziv. Vzporedno vezana vzmet in 
dušilka pa omogočata opis časovno nelinearnega razvoja deformacije oziroma napetosti s 
časom pri enakomerni obtežbi oziroma deformaciji. 
 
 
Slika 1: Shema 2D reološkega modela.  
V 2D reološkem modelu je predpostavljeno, da je celotna deformacija enaka vsoti elastične 
(e) in viskoelastične (ve) deformacije 
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], (1) 
kjer je z 𝜀𝑖 (i = L, T) označena deformacija v normalnih materialnih smereh, z 𝛾 pa strižna 
deformacija. Konstitucijska zveza, ki opisuje elastičen odziv 2D reološkega modela, je  
[
𝜎L
𝜎T
𝜏
] = [
𝑄LL
𝑒 𝑄LT
𝑒 0
𝑄TL
𝑒 𝑄TT
𝑒 0
0 0 𝑄LTs
𝑒
] [
𝜀L
𝑒
𝜀T
𝑒
𝛾𝑒
], (2) 
kjer sta z 𝜎𝑖 (i = L, T) označeni napetosti v normalnih materialnih smereh, s 𝜏 pa strižna 
napetost. 𝑄LL
𝑒 = 𝐸L d⁄ , 𝑄LT
𝑒 = −𝐸L𝜈TL d⁄ , 𝑄TL
𝑒 = −𝐸T𝜈LT d⁄ , 𝑄TT
𝑒 = 𝐸T d⁄  in 𝑄LTs
𝑒 = 𝐺 so 
elastični materialni parametri, pri čemer je d = 1 − 𝜈TL𝜈LT, 𝐸𝑖 (i = L, T) je elastični modul v 
L oziroma T smeri, 𝜈TL in 𝜈LT sta Poissonova količnika, 𝐺 pa strižni modul. V enačbi (2) 
velja simetrija togostne matrike, kar pomeni enakost 𝑄LT
𝑒 = 𝑄TL
𝑒 . Konstitucijska zveza, ki 
opisuje viskoelastičen odziv 2D reološkega modela, je naslednja 
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𝑣𝑒,𝑘 0
0 0 𝜂LTs
𝑣𝑒,𝑘
] [
𝜀L̇
𝑣𝑒,𝑘
𝜀Ṫ
𝑣𝑒,𝑘
?̇?𝑣𝑒,𝑘
] za 𝑘 = 1 in 2.  (3) 
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V enačbi (3) je časovni odvod viskoelastične deformacije označen z (∙), viskoelastični 
materialni parametri v normalnih smereh z naslednjimi oznakami 𝑄ij
𝑣𝑒,𝑘
, 𝜂ij
𝑣𝑒,𝑘
 za 𝑖 = 𝑗 = L, T, 
viskoelastični strižni materialni parametri pa z oznakami 𝑄LTs
𝑣𝑒,𝑘
 in 𝜂LTs
𝑣𝑒,𝑘
 za 𝑘 = 1 in 2. 
Dokazano [11] je za izpolnitev pogoja simetrije viskoelastične podajnostne matrike potrebna 
enakost členov 𝑄TL
𝑣𝑒,𝑘
= 𝑄LT
𝑣𝑒,𝑘
 in 𝜂TL
𝑣𝑒,𝑘
 = 𝜂LT
𝑣𝑒,𝑘, kar pomeni, da ima 2D reološki model 4 
neznane elastične in 16 neznanih viskoelastičnih materialnih parametrov.  
2.1 Vhodni podatki 
Geometrija v numeričnem modelu sovpada s povprečnimi vrednostmi geometrije testiranih 
vzorcev [9], tako je za vzorce iz bukovine in borovine višina enaka h = 4,0 cm, širina b = 3,0 
cm, globina pa d = 2,0 cm. V nadaljevanju s terminoma 'izmerjeni' in 'eksperimentalni' 
imenujemo vse rezultate, ki so pridobljeni iz eksperimentalnih preiskav, četudi niso direktno 
izmerjeni, temveč le izračunani na podlagi izmerjene sile v batu in izmerjenih deformacij z 
optičnim merilnim sistemom. Elastični materialni parametri, ki so upoštevani v modelu za 
les borovine, so izračunani iz srednjih vrednosti izmerjenih količin in znašajo: EL = 17654 
MPa, ET = 599 MPa in νLT = 0,33. Za les bukovine so elastični materialni parametri prav tako 
dobljeni iz eksperimentalnih raziskav, pri čemer je srednja vrednost EL zvišana za 2 
standardni deviaciji, srednja vrednost ET pa za 3 standardne deviacije [9], kar pomeni, da so 
v modelu upoštevane naslednje vrednosti: EL = 18322 MPa, ET = 1814 MPa in νLT = 0,422. 
Poissonov količnik νTL se izračuna z enačbo 𝐸T𝜈LT 𝐸L⁄ , kar izhaja iz pogoja simetrije 
elastične togostne matrike.  
Obremenitev vzorcev je v modelu predpisana kot produkt povprečne vrednosti višine 
vzorcev h in povprečne vrednosti izmerjenih deformacij v smeri obremenjevanja 𝜀L oziroma 
𝜀T v skupinah PL5 in BL5 oziroma PT5 in BT5. Deformacije v modelu, ki služijo kot vhodni 
podatek in so enake izmerjenim deformacijam, so za skupini PL5 in PT5 prikazane na sliki 
2a, za skupini BL5 in BT5 pa na sliki 2b. Razvidno je, da so deformacije v smereh L in T 
različne, produkt prikazanih deformacij z višino vzorcev h pa ni enak vodenemu pomiku 
bata, kar gre verjetno v veliki meri pripisati izgubam zaradi trenja med jekleno pločevino za 
vnos obtežbe in lesenim vzorcem. To kaže, da pomik bata nikakor ni primerna količina za 
predpis obremenitve vzorca v modelu, ampak je za pravilno interpretacijo rezultatov 
potrebno dejansko deformacijsko stanje v vzorcu izmeriti tudi v smeri obremenjevanja.  
Viskoelastični materialni parametri reološkega modela, t.j. 𝑄ij
𝑣𝑒,𝑘
 in 𝜂ij
𝑣𝑒,𝑘
 za 𝑖 = 𝑗 = L, T in 𝑘 
= 1 in 2 v enačbi (3), so za posamezno vrsto lesa dobljeni z umerjanjem izračunanih in 
izmerjenih napetosti v smereh obremenjevanja L in T hkrati. Pri umerjanju je bila 
uporabljena metoda 'fminsearch', ki je vgrajena v program MATLAB®. Ciljna funkcija je 
bila vsota relativnih razlik med numerično izračunanimi in izmerjenimi napetostmi v smereh 
obremenjevanja L in T v vsaki 30-ti sekundi posamezne relaksacijske periode. Ker reološki 
model omogoča analizo s predpostavko linearne viskoelastičnosti, so bili eksperimentalni in 
numerični rezultati med seboj primerjani le za relaksacijske periode, za katere iz ugotovitev 
eksperimentalnih raziskav [9] sklepamo, da so v elastičnem območju, to so prve 4 
relaksacijske periode za vzorce v skupinah PL5 in BL5 ter prve 3 oziroma 2 relaksacijski 
periodi za skupino PT5 oziroma BT5. V imenih skupin vzorcev prva črka, P oziroma B, 
označuje les borovine oziroma bukovine, druga črka, L oziroma T, longitudinalno oziroma 
tangencialno smer obremenjevanja vzorcev v tlaku, številka pa označuje trajanje posamezne 
relaksacijske periode, tj. 5 min.  
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a) b) 
  
Slika 2: Časovni potek deformacije v smeri obremenjevanja kot vhodni podatek v 
numeričnem modelu za vzorce iz skupin a) PL5 in PT5 ter b) BL5 in BT5.  
Enačbe reološkega modela (1)-(3) so rešene z metodo končnih elementov v programu 
COMSOL Multiphysics®. Strig v modelu ni upoštevan, saj so bile eksperimentalne 
raziskave [9], ki so uporabljene kot osnova za numerično modeliranje, z usmeritvijo 
materialnih smeri vzorcev lesa zasnovane na način, da ne pride do strižnih deformacij. Vpliv 
trenja med jekleno pločevino za vnos obtežbe in lesenim vzorcem je v modelu zanemarjen. 
Posamezen vzorec je v modelu razdeljen na 197 6-vozliščnih trikotnih izoparametričnih 
končnih elementov. Za časovno diskretizacijo je uporabljena implicitna metoda (BDF 
metoda). 
3 Rezultati 
V nadaljevanju prikazujemo numerične rezultate 2D reološkega modela in jih primerjamo z 
rezultati eksperimentalnih raziskav v elastičnem območju, ki so podrobneje predstavljeni v 
[9]. Prikazani eksperimentalni rezultati (exp) prestavljajo povprečje (aritmetična sredina) 
izmerjenih rezultatov vseh vzorcev v posamezni skupini (PL5, PT5, BL5 oziroma BT5).  
Na sliki 3 so prikazane primerjave izmerjenih (exp) in izračunanih (num) časovnih potekov 
napetosti v obravnavanih skupinah vzorcev, pri čemer je numerični potek napetosti sočasno 
umerjen na eksperimentalne rezultate vzorcev iz skupin PL5 in PT5 (sliki 3a, b) oziroma 
BL5 in BT5 (sliki 3c, d). Omenimo, da je v modelu velikost dosežene maksimalne napetosti 
na začetku posamezne relaksacijske periode v veliki meri odvisna od upoštevanega 
elastičnega modula. Padec napetosti s časom v relaksacijskih periodah, ko je vzdrževana 
enakomerna obremenitev vzorca s pomikom bata, pa je pretežno odvisen od viskoelastičnih 
materialnih parametrov. Iz slik 3a in b vidimo, da je model sposoben relativno natančno 
napovedati časovna poteka tlačnih napetosti 𝜎L in 𝜎T v primerjavi z eksperimentalnimi 
rezultati vzorcev iz borovine. Podobno velja za napoved časovnega poteka tlačnih napetosti 
𝜎L med stopenjskim obremenjevanjem vzorcev bukovine v smeri L (slika 3c). Nekoliko 
podcenjena je napoved časovnega razvoja napetosti 𝜎T v tlačno obremenjeni bukovini (slika 
3d), pri čemer je potrebno omeniti, da bi bile napovedi tlačnih napetosti znatno bolj 
podcenjene ob upoštevanju srednjih vrednosti elastičnih materialnih parametrov bukovine 𝐸L 
in 𝐸T.  
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a) b) 
  
c) d) 
  
Slika 3: Primerjava izmerjenih (exp) in izračunanih (num) časovnih potekov tlačnih 
napetosti v vzorcih borovine v smeri obremenjevanja a) L in b) T ter v vzorcih bukovine v 
smeri obremenjevanja c) L in d) T.  
Umerjene vrednosti viskoelastičnih materialnih parametrov za les borovine in bukovine, ki 
so pridobljene s sočasnim umerjanjem napetosti 𝜎L in 𝜎T za skupini vzorcev PL5 in PT5 
oziroma BL5 in BT5, so podane v tabeli 1. V splošnem smo v postopku umerjanja ugotovili, 
da tako velikost, kot tudi razmerje velikosti določenih parametrov v veliki meri vpliva na 
napetostni in deformacijski odziv vzorca. Opazimo, da so vrednosti parametrov, ki 
povezujejo odziv v smeri obremenjevanja in pravokotno na smer obremenjevanja, označeni s 
podpisanimi indeksi LT, precej nižje od vrednosti parametrov, ki v večji meri definirajo 
odziv v posamezni materialni smeri (podpisani oznaki LL oziroma TT).    
 
Tabela 1: Viskoelastični materialni parametri za les borovine in bukovine. 
 𝑄LL
𝑣𝑒,1
 [Pa] 𝑄LT
𝑣𝑒,1
 [Pa] 𝑄TT
𝑣𝑒,1
 [Pa] 𝜂LL
𝑣𝑒,1
 [Pa s] 𝜂LT
𝑣𝑒,1
 [Pa s] 𝜂TT
𝑣𝑒,1
 [Pa s] 
Rdeči bor 3,88121010 9,1472106 3,9693109 2,90771016 8,8771 106 4,96261013 
Bukev 2,85811010 3,2091106 9,1557108 6,35171016 8,7628 106 1,13781013 
 𝑄LL
𝑣𝑒,2
 [Pa] 𝑄LT
𝑣𝑒,2
 [Pa] 𝑄TT
𝑣𝑒,2
 [Pa] 𝜂LL
𝑣𝑒,2
 [Pa s] 𝜂LT
𝑣𝑒,2
 [Pa s] 𝜂TT
𝑣𝑒,2
 [Pa s] 
Rdeči bor 1,77171011 5,7141106 2,1142109 7,16371012 4,9782104 1,02931011 
Bukev 1,74761011 6,1613106 8,5003109 1,73371013 3,1082103 2,83071010 
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Odziv vzorcev iz skupin PL5 in BL5 ob obremenjevanju v smeri L prikazujemo na slikah 4a 
in b v obliki časovnih potekov deformacij v smeri T. Opazimo, da je velikost izmerjenih 
deformacij 𝜀T približno enaka za obe vrsti lesa, kar numerični model zelo dobro napove za 
vzorce iz bukovine (slika 3b), medtem ko je numerična napoved časovnega razvoja 
deformacij 𝜀T za vzorce iz borovine nekoliko precenjena (slika 3a). Podobno iz primerjave 
numeričnih rezultatov z eksperimentalnimi na slikah 4c in d ugotovimo, da je numerična 
napoved deformacij v smeri L pri obremenjevanju vzorcev v smeri T nekoliko boljša za 
vzorce iz bukovine (slika 4d) kot za vzorce iz borovine (slika 4c). Raztros rezultatov pri 
izmerjenih deformacijah 𝜀L (sliki 4c in d) je na videz večji kot pri izmerjenih deformacijah 
𝜀T (sliki 4a in b), saj so prve za približno desetkrat manjše od drugih. Nekoliko 
nepričakovano se predvsem iz slik 4c in d opazi, da izračunane deformacije pravokotno na 
smer obremenjevanja po doseženi največji vrednosti v vsakem koraku obremenjevanja, nato 
s časom padajo. Za ustrezno utemeljitev takega obnašanja vzorcev bi bilo potrebno 
spremljati odziv tudi pravokotno na opazovano ravnino. Vsekakor pa to potrjuje nelinearen 
odziv materiala tudi pri nizkih nivojih deformacij in napetosti. Poudarimo še, da deformacije 
niso umerjene na izmerjene rezultate, temveč so napovedane z numeričnim modelom ob 
upoštevanju istega niza elastičnih in viskoelastičnih materialnih parametrov za skupini 
vzorcev PL5 in PT5 oziroma BL5 in BT5.  
 
a) b) 
  
c) d) 
  
Slika 4: Primerjava eksperimentalnega in numeričnega odziva vzorcev iz skupin a) PL5, b) 
BL5, c) PT5 in d) BT5 pravokotno na smer obremenjevanja. 
Na sliki 5 je prikazan izračunan časovni potek relaksacije napetosti R v posamezni 
relaksacijski periodi v primerjavi z eksperimentalnimi rezultati. Relaksacija napetosti R je v 
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odstotkih izraženo razmerje med razliko najmanjše vrednosti napetosti ob vnosu 
posameznega nivoja pomika bata in napetostmi tekom relaksacijske periode ter najmanjšo 
vrednostjo napetosti ob vnosu posameznega nivoja pomika bata. V teoriji linearne 
viskoelastičnosti, na podlagi katere je osnovan tudi v tem prispevku predstavljen model, 
velja načelo Boltzmannove superpozicije, ki pravi, da je deformacijski ali napetostni odziv 
linearno viskoelastičnega materiala ob izpostavljenosti stopenjski obremenitvi z zaporednimi 
nivoji napetosti ali deformacij v obliki Heavisidove (skočne) funkcije enak vsoti odzivov na 
obremenitve s posameznimi nivoji napetosti ali deformacije [4]. Pri izvedbi eksperimentalnih 
raziskav je seveda vnos skočne oziroma hipne obremenitve nemogoč. Kljub temu, da je vnos 
obremenitve v vzorec funkcija časa, ki pa ga smatramo kot zanemarljivo kratkega v 
primerjavi s trajanjem relaksacijske periode, ima le-ta določen vpliv na relaksacijo napetosti 
pri stopenjskem obremenjevanju vzorcev. To potrjujejo tudi eksperimentalni rezultati na sliki 
5, kjer vidimo, da se funkcije relaksacije napetosti R v odvisnosti od časa pri posameznih 
nivojih pomika bata med seboj ne prekrivajo. Enako potrdijo tudi numerični rezultati 2D 
reološkega modela, ki razkrivajo, da se velikost relaksacije napetosti R pri večjih nivojih 
pomikov bata zmanjšuje, kar pomeni, da si krivulje sledijo v padajočem vrstnem redu. Enak, 
padajoč trend razvrstitve krivulj relaksacije napetosti je nazorno razviden iz 
eksperimentalnih rezultatov relaksacije napetosti v vzorcih iz bukovine (slika 5c, d), medtem 
ko je razvrstitev krivulj pri eksperimentalnih rezultatih vzorcev iz borovine (slika 5a, b) 
ravno obratna. Zakaj je temu tako, je težko pojasniti, še posebej, če vzamemo v obzir, da je 
bil trend padajoče razvrstitve krivulj relaksacije napetosti že opažen pri testih borovine z 
relaksacijsko periodo 60 minut [10]. Iz slike 5 je mogoče opaziti tudi, da imajo izračunane 
krivulje relaksacije napetosti precej večji medsebojni razmik kot krivulje, dobljene iz 
eksperimentalnih raziskav, kar lahko označimo kot omejitev modela, saj postopek umerjanja 
nakazuje, da numeričnih krivulj ni mogoče bistveno zbližati.    
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a) b) 
  
c) d) 
  
 
 
Slika 5: Potek relaksacije napetosti R v posamezni relaksacijski periodi za vzorce iz skupin 
a) PL5, b) PT5, c) BL5 in d) BT5. 
4 Zaključek 
V prispevku je prikazana uporaba 2D reološkega modela za napoved poteka relaksacije 
napetosti v vzorcih iz lesa iglavcev (borovina) in listavcev (bukovina). Osnovo za 
vrednotenje izračunanih rezultatov in umerjanje viskoelastičnih parametrov modela so 
predstavljali eksperimentalni rezultati relaksacije napetosti v lesenih vzorcih, ki so bili 
izpostavljeni tlačni stopenjski obremenitvi z enakomernimi pomiki bata. Ugotovljeno je, da 
je 2D reološki model zmožen relativno dobro napovedati relaksacijo napetosti v lesu 
borovine in bukovine. Pri tem je bil s postopkom umerjanja pridobljen en niz viskoelastičnih 
materialnih parametrov za posamezno vrsto lesa. Model sočasno dobro napove tudi odziv 
vzorcev v obliki deformacij ob upoštevanju enakih nizov viskoelastičnih materialnih 
parametrov. Omenimo še, da z izbiro drugačne ciljne funkcije lahko vplivamo na vrednosti 
umerjenih materialnih parametrov, kar nakazuje na možnost izboljšanja numerične napovedi  
napetosti in deformacij, čemur velja v prihodnosti posvetiti več pozornosti. Glede na to, da 
sta bila za pridobitev primerljivih rezultatov pri numeričnem modeliranju vzorcev bukovine 
elastična modula v smereh L in T povečana glede na eksperimentalno pridobljene srednje 
vrednosti, bo potrebno v prihodnje opraviti več eksperimentalnih in numeričnih raziskav 
vpliva elastičnih modulov na relaksacijo napetosti bukovine. Prav tako bi bilo nadalje 
zanimivo izvesti teste z daljšo relaksacijsko periodo in primerjati numerično napoved ob 
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upoštevanju dobljenih viskoelastičnih materialnih parametrov z eksperimentalnimi rezultati. 
Naslednji korak pri ocenjevanju funkcionalnosti modela za celostno napoved reološkega 
obnašanja lesa bi predstavljala izvedba eksperimentalnih raziskav lezenja deformacij in 
uporaba modela za napoved relaksacije napetosti in lezenja deformacij z enakimi elastičnimi 
in viskoelastičnimi materialnimi parametri za posamezno vrsto lesa. Na ta način bi lahko 
potrdili splošno uporabnost 2D reološkega modela za celostno napoved viskoelastičnega 
obnašanja lesa in pridobili unikatne nize viskoelastičnih materialnih parametrov za različne 
vrste lesa. 
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Dvoobmocˇni 0D model za modeliranje liofilizacije
Blazˇ Kamenik1, Matjazˇ Hribersˇek1 in Matej Zadravec1
Two- regional 0D modelling of lyophilization
Povzetek. V tem delu je predstavljen model liofilizacije z uporabo modela koncentriranih pa-
rametrov (0D). Namen dela je bilo preveriti ustreznost tega nacˇina modeliranja procesa, saj lahko
ekstremno skrajsˇamo cˇas same simulacije iz nekaj ur na nekaj sekund. Posebnost tega modela je ta,
da je za model sublimacije uporabljen Darcyjev model toka skozi homogeno porozno snov in ne em-
piricˇna funkcija Rp, ki se pogosto uporablja za simuliranje obravnavanega pojava. Problem modela
z Rp funkcijo je ta, da so velikokrat empiricˇni koeficienti v sami funkciji pri razlicˇnih temperatu-
rah police razlicˇni, kar pomeni, da je ob spremembi potrebno funkcijo ponovno dolocˇiti s pomocˇjo
eksperimenta. Prav tako je uporabljen modificiran koeficient permeabilnosti, ki je v tem primeru
funkcija visˇine pogacˇe. Kljub konstantnemu koeficentu prenosa toplote in mnogim poenostavitvam,
rezultati z uporabo modela kazˇejo dobro ujemanje z rezultati meritev.
Abstract. In this work, a lyophilization model using a concentrated parameter model (0D) is
presented. The purpose of the work was to check the suitability of this method for lyophlization
modelling, as we can extremely shorten the time of the simulation itself from a few hours to a few
seconds. The peculiarity of this model is that Darcy’s model for the flow through a homogeneous
porous medium is used for the sublimation model and not the empirical function Rp, which is often
used to simulate the phenomenon under consideration. The problem with the model with the Rp
function is that often the empirical coefficients in the function itself are different at different shelf
temperatures, which means that when shelf temperature is changed, this function must be redefined
experimentally. A modified permeability coefficient is also used, which in this case is a function of
cake height. Despite the constant heat transfer coefficient and many simplifications, the results using
the model show good agreement with the measurement results.
1 Uvod
Proces sublimacijskega susˇenja je odvisen od naslednjih parametrov: temperature police, tlaka
v sistemu, geometrije liofilizatorja, vial, pozicije ventilov in kondenzatorja. Cˇim visˇja je tem-
peratura produkta, tem vecˇji je gradient med parcialnim tlakom vodne pare tik nad ledom in
1 Fakulteta za Strojnisˇtvo, Univerza v Mariboru
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parcialnim tlakom zunaj viale (oz. na povrsˇini kondenzatorskih cevi), tem intenzivnejsˇa je
sublimacija. Pri tem se temperatura produkta znizˇa, in posledicˇno je potrebno za nadaljnjo su-
blimacijo dovajati toploto. Le ta se na vialo dovaja iz polic. Znizˇanje temperature produkta
znotraj viale na sam proces deluje v nasprotju z zˇelenim, saj se parcialni tlak vodne pare tik
nad ledom z znizˇanjem temperature produkta tudi znizˇa. Posledicˇno zˇelimo cˇim visˇjo tempe-
raturo produkta, kar dosezˇemo s povisˇanjem temperature police. S tem pospesˇimo sam proces,
medtem ko smo omejeni s temperaturo kolapsa strukture produkta ( pri tej temperaturi se zamr-
znjen produkt zacˇne spodaj odtajati in zˇelena struktura kolabira). Namen tega dela je preveriti
ustreznost poenostavljenega 0D modela, katerega prednost je ta, da rezultat lahko dobimo zˇe
po nekaj sekundah in ne urah. Na ta nacˇin se lahko preverijo razni empiricˇni parametri, ki jih
tipicˇno predpisujemo. Le ti se lahko nadalje uporabijo v krajevno odvisnih modelih (1D [1] ali
2D [2],[3]).
2 Vodilne enacˇbe in numericˇni model
Vodilne enacˇbe za prenos toplote in snovi so veljavne za prostornino viale, ki jo zaseda zamr-
znjena raztopina. Glavna predpostavka je, da v zamrznjeno obmocˇje ne prehaja masa (ni de-
sublimacije), zato masa samo odteka iz zamrznjenega obmocˇja. Masni tok sublimiranega ledu
nato tecˇe skozi porozen sloj oz. pogacˇo. Na neskoncˇno tanki sublimacijski fronti se predpostavi,
da obstaja ravnotezˇje med trdno ledeno fazo in vodno paro. V 0D modelu je tudi predposta-
vljeno, da so lastnosti materiala in temperatura zamrznjenega in poroznega obmocˇja homogeni
(vsako obmocˇje ima le povprecˇno temperaturo in homogeno porazdelitev). Numericˇni model je
sestavljen iz dveh obmocˇij- obmocˇje I.- suha pogacˇa in obmocˇje II.- zamrznjena raztopina.
Slika 1: Shema obmocˇij v modelu in prikaz toplotnih in masnih tokov
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2.1 Ohranitev energije za zamrznjeno obmocˇje (Obmocˇje II.)
V tem poenostavljenem primeru se toplota v obmocˇje II. prenasˇa iz okolisˇkih polic in sten
komore. Ta toplota se nato porablja za sublimacijo ledu, ki poteka na sublimacijski fronti.
Model tudi uposˇteva efekt odvoda toplote s suho pogacˇo, ki je posledica premika sublimacijske
fronte navzdol- hladna pogacˇa zapusˇcˇa obmocˇje II. Enacˇba ohranitve energije se tako glasi
m2cp,2
dT
dt︸ ︷︷ ︸
akumulaci ja
= Q˙2︸︷︷︸
vtok
−∆Hsm˙− m˙poghpog︸ ︷︷ ︸
iztok
, (1)
kjer m˙pog predstavlja masni tok pogacˇe, ki se prenese iz obmocˇja II. v obmocˇje I. (masa pro-
dukta, ki postane porozna pogacˇa zaradi sublimiranega ledu), ∆Hs sublimacijsko entalpijo in
hpog predstavlja entalpijo zamrznjene pogacˇe.
2.2 Ohranitev energije za suho pogacˇo (Obmocˇje I.)
V tem poenostavljenem 0D modelu, je predpostavljeno, da v obmocˇju I. ni akumulacije mase
(vodne pare). Vsa toplota, ki se dovede iz strani viale se prenese na vodno paro in pogacˇo. Za-
radi visoke poroznosti materiala in dejstva, da iz sublimacijske fronte navzgor tecˇe hladna vodna
para tudi predpostavimo, da je prenos toplote iz obmocˇja II. (zamrznjen produkt) v obmocˇje I.
(suha pogacˇa) zanemarljiv. Ohranitev energije za suho pogacˇo (obmocˇje I.) se tako zapisˇe kot
V1ρ1cp,1
dT
dt︸ ︷︷ ︸
akumulaci ja
= Q˙1+ m˙ihi+ m˙poghpog︸ ︷︷ ︸
vtok
− m˙ehe︸︷︷︸
iztok
, (2)
kjer je hpog entalpija osusˇene pogacˇe (ki postane del obmocˇja I.), hi entalpija vtoka, he entalpija
iztoka in ρ1 efektivna gostota obmocˇja 1 (ρc +ρg). Predpostavljeno je tudi, da je vtok (masni
tok) v suho pogacˇo (m˙i) enak iztoku (m˙e) (ni akumulacije mase), posledicˇno se enacˇba z uporabo
Eulerjeve numericˇne sheme poenostavi na
(ρgcp,g+ρccp,c)V
(i+1)
1 T
(i+1)
1 − (ρgcp,g+ρccp,c)V (i)1 T (i)1 =
= ρc∆V1cp,1T
(i+1)
2 +
[
Q˙+ m˙cp,g(T
(i+1)
2 −T (i)1 )
]
∆t,
(3)
kjer ρc in cp,c predstavlja gostoto in specificˇno toploto suhe pogacˇe in ρg in cp,g gostoto in
specificˇno toploto vodne pare.
2.3 Ohranitev mase za zamrznjeno obmocˇje
V tem primeru prihaja do izgube mase zaradi procesa sublimacije. Predpostavljeno je, da masa
zapusˇcˇa zamrznjeno domeno in ni pritokov mase (proces desublimacije ni prisoten). Enacˇba
ohranitve mase se tako glasi
m(i+1)︸ ︷︷ ︸
nova
= m(i)︸︷︷︸
stara
− m˙∆t︸︷︷︸
iztok
. (4)
Kot pove zgornja enacˇba, se nova masa ledu izracˇuna kot razlika med staro maso in sublimirano
maso ledu.
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2.4 Model povrsˇinske sublimacije
Za opis toka vodne pare skozi porozen sloj je uporabljen Darcy-jev model toka skozi homogeno
porozno snov, volumski tok Q izrazimo kot Q = m˙/ρ in dobimo izraz za masni tok
Q =
kAp∆p
µlpog
=⇒ dm
dt
=
ρkAp(p∗v− pv)
µlpog
, (5)
kjer je µ dinamicˇna viskoznost, k permeabilnost, Ap notranji presek viale in lpog visˇina suhe
pogacˇe (z dodanima 2% zacˇetne visˇine polnitve, drugacˇe je na zacˇetku visˇina pogacˇe v enacˇbi
5 enaka 0). Za permeabilnost je predpisana naslednja odvisnost od visˇine [4]
k = 4.3 ·10−8lpog+4.32 ·10−10. (6)
2.5 Model prenosa toplote
Za model prenosa toplote se je uporabil konstanten koeficient prenosa toplote (Kv), ki se je
izracˇunal iz modela opisanega v delu [3] in znasˇa 12.05 W/(m2K).
2.6 Numericˇni model
Nadpis (i) predstavlja vrednost v trenutnem cˇasovnem koraku in (i+1) v naslednjem. Program
zacˇne z izracˇunom parcialnega tlaka na sublimacijski fronti (temperatura le te je enaka pov-
precˇni temperaturi ledu) iz Arden Buck-ove enacˇbe [5]
p∗(i)v = 0.61115exp
((
23.036− T
(i)
2
333.7
)(
T (i)2
279.82+T (i)2
))
. (7)
V tem primeru je predpostavljeno, da je parcialni tlak inertnega plina zanemarljiv. Tako se
znotraj susˇilne komore nahaja le vodna para. Masni tok, ki tecˇe skozi pogacˇo se izracˇuna iz
Darcy-jeve enacˇbe (Enacˇba 5), z gostoto izracˇunano iz splosˇne plinske enacˇbe, kjer je za tlak
vzeto povprecˇje tlaka tik nad ledom in vrednosti tlacˇnega robnega pogoja.
Za izracˇun nove povprecˇne temperature ledu, se izracˇuna skupen toplotni tok Q˙ v zamrznjeno
obmocˇje . Zaradi konstantnega koeficienta prenosa toplote se izracˇuna kot
Q˙(i)1 = K
(i)
v Aspoda j(T
(i)
police−T (i)ledu). (8)
Nova masa ledu se izracˇuna iz ohranitvene enacˇbe (Enacˇba 4), sledi izracˇun nove visˇine zamr-
znjenega obmocˇja (iz nove mase ledu, enacˇba 9), nove visˇine pogacˇe (l(i+1)pog = l f ill − l(i+1)led ) in
volumna pogacˇe (V (i+1)1 = Apl
(i+1)
pog ).
l(i+1)led =
m(i+1)1
Apρledε
. (9)
Iz enacˇbe (1) z vrednostmi iz (5) in (8) in cˇasovnim korakom ∆t se nova temperatura ledu T2
izracˇuna kot
T (i+1)2 =
(
m(i)2 cp,2T
(i)
2 −∆V2cp,cρcT (i)2 +(Q˙(i)1 − m˙(i)v ∆Hs)∆t
m(i+1)2 cp,2
)
, (10)
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kjer ∆V predstavlja volumen, ki postane del pogacˇe (del zamrznjene domene postane porozna
domena). Nova temperatura suhe pogacˇe se izracˇuna iz enacˇbe (3). Za temperaturo vtoka vodne
pare, se je predpostavila temperatura ledu. Temperatura iztoka vodne pare iz obmocˇja I je enaka
povprecˇni temperaturi suhe pogacˇe v prejsˇnjem cˇasovnem koraku. Nova povprecˇna temperatura
suhe pogacˇe se izracˇuna kot
T (i+1)1 =
V (i)1 (ρgcp,g+ρccp,c)+ρc∆V1cp,cT
(i+1)
2 +
[
Q˙+ m˙cp,g(T
(i+1)
2 −T (i)1 )
]
∆t
V (i+1)1 (ρgcp,g+ρccp,c)
. (11)
Zaradi numericˇne nestabilnosti, ki se pojavi proti koncu procesa (visˇina ledu in masa ledu se
priblizˇujeta nicˇli), se je konec numericˇne simulacije definiral kot cˇas pri katerem sublimira 99%
ledu. Diagram poteka 0D racˇunskega algoritma je prikazan na sliki 2.
Zacˇetne vrednosti
Zacˇni novi cˇasovni korak
Izracˇunaj nov pv,0 = p?(T ) iz en. (7)
Izracˇunaj sublimacijski m˙ iz en. (5)
Izracˇ. dovedeno toploto (8) in novo mled
Nov lled , lpog in V1 (9)
Izracˇunaj nov T2 in T1 en. (10) in (11)
Konec
sublimacije?
Konec
Da
Ne
Slika 2: Diagram poteka 0D racˇunskega algoritma.
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3 Eksperiment in numericˇni rezultati
Simulirana je bila kinetika susˇenja raztopine s 5% masnim delezˇem manitola raztopljenega v
destilirani vodi. Eksperiment je bil izveden v vialah Schott 6R z zunanjim premerom viale 22
mm in notranjim 20 mm s polnitvijo 4 g. Zamrzovanje je potekalo 7 h pri temperaturi police
-35oC, nato je sledilo primarno susˇenje pri temperaturi police -18oC in tlaku znotraj komore
6.67 Pa. Viale so bile s pomocˇjo 3D tiskanega nastavka postavljene v heksagonalno formacijo,
kjer so centralno vialo obkrozˇale 3 vrste vial, prikazano na slikah 3a in 3b.
(a) Heksagonalna formacija (b) Postavitev vial (c) Vstavljeni termocˇleni
Slika 3: Pomembnejsˇi elementi izvedenega eksperimenta
Najprej se je izvedla meritev temperatur s pomocˇjo 3D natisnjenih nastavkov, ki uposˇtevajo
geometrijo zamasˇka prikazano na sliki 3c. Le ti so imeli dodano pozicijsko palcˇko, ki omogocˇa
postavitev termocˇlena (skozi pozicijske luknje) na visˇine 0, 5.5 in 10.5 mm od dna viale.
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(a) Povprecˇna sublimirana masa po 12 urah
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(b) Povprecˇna sublimirana masa po 24 urah
Slika 4: Rezultati eksperimentalnih meritev
Dolocˇila se je tudi povprecˇna sublimirana masa po 12 in 24 urah. Pri tem se je za referencˇni set
vzela centralna viala (slika 3b, poz. 19) in vrsta okoli nje (slika 3b, poz. 12, 13, 18, 20, 25 in
26), te vrednosti so se povprecˇile po meritvi (3 ponovitve: M1, M2 in M3). Koncˇna vrednost je
povprecˇje, kjer vse meritve predstavljajo en set. Rezultati so prikazani na sliki 4.
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3.1 Numericˇni model in robni pogoji
Za tlacˇni robni pogoj je bila predpisana konstantna vrednost 6.67 Pa. Za temperaturo police je
bilo predpisano cˇasovno odvisno spreminjanje, ki je prikazano na sliki 5. Ostale lastnosti so
cp,g = 1855 J/(kgK) (specificˇna toplota vodne pare), cp,c = 1715 J/(kgK) (specificˇna toplota
pogacˇe), cp,2 = 2054 J/(kgK) (specificˇna toplota ledu), ∆Hs = 2840.2 kJ/(kgK) (sublimacijska
entalpija), ρled = 920 kg/m3 (gostota ledu), ρc = 46.02 kg/m3 (gostota pogacˇe) in ε = 0.95
(poroznost).
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Slika 5: Rezultati numericˇne 0D simulacije pri temperaturi police -18 oC in tlaku znotraj ko-
more 6.67 Pa, cˇas susˇenja 49.9 [h], dm/dt = 0.076 [g/h]
3.2 Numericˇni rezultati
Kot je razvidno iz slike 5 se rezultati 0D modela dobro ujemajo z rezultati meritev. Cˇe pogle-
damo podrobneje temperatura na zacˇetku (do okoli 5h) narasˇcˇa nekoliko hitreje kot pri ekspe-
rimentu, nato je malenkost nizˇja (do 20 ure), se pa zelo dobro ujame tudi v kasnejsˇem obdobju-
cˇasovni interval od 20 ure do konca simulacije. Cˇe primerjamo procent osusˇitve, se numericˇna
simulacija zelo dobro ujema z eksperimentalno tocˇko pri 12 urah, pri 24 urah pa je malenkost
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nizˇja od povprecˇne vrednosti, vendar se ob uposˇtevanju intervala zaupanja ujema z rezultati
meritev. Koncˇen cˇas susˇenja, se tudi ujema z eksperimentom, ki ga lahko ocenimo kot tocˇko, v
kateri vsi trije termocˇleni pokazˇejo enako vrednost.
4 Zakljucˇki
Namen tega dela je bil preveriti ustreznost 0D modela za simuliranje procesa sublimacijskega
susˇenja. Kot je razvidno iz rezultatov, se rezultati razvitega 0D modela zelo dobro ujemajo
z rezultati meritev in s tem lahko potrdimo ustreznost modela za simuliranje procesa. Model
je tudi pokazal, da se z Darcyjevim modelom toka skozi homogeno porozno snov in z ustre-
zno definirano vrednostjo permeabilnosti osusˇenega dela snovi da simulirati obravnavan pojav.
Glavna prednost 0D modela je ta, da je v primerjavi z krajevno odvisnimi (2D, osnosimetricˇen)
modeli veliko hitrejsˇi. Ker je cilj nadaljnega dela izvesti sklopljeno 0D-RTD simulacijo, kjer se
bo simuliralo povisˇanje tlaka znotraj viale zaradi masnega toka vodne pare in ker je model po-
kazal zadovoljivo ujemanje z eksperimentalnimi meritvami, bo nadaljno delo potekalo v smeri
izvedbe sklopljene simulacije.
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Vpliv koncentracije salicilne kisline na kavitacijsko dinamiko 
Gregor Kozmus1, Mojca Zupanc1, Martin Petkovšek1, Matevž Dular1 
Effect of salicylic acid concentration on cavitation dynamics 
Povzetek. Kavitacija je v preteklosti veljala za nezaželen pojav, dandanes pa se raziskuje 
za namen uporabe v različnih aplikacijah, med drugim za čiščenje odpadnih voda. Visoke 
temperature, tlaki in strižne sile ter kemični učinki imajo velik potencial za uničevanje 
bakterij in inaktivacijo virusov. Salicilna kislina se v raziskavah kavitacije uporablja kot 
detektor kemičnih učinkov, natančneje kot lovilec OH radikalov, ki med kavitacijo 
nastajajo. Je površinsko aktivna snov, ki spremeni fizikalne lastnosti medija in posledično 
vpliva na kavitacijsko dinamiko. Raziskali smo mehanizme vplivov salicilne kisline na 
kavitacijo in določili koncentracijo, pri kateri so ti vplivi zanemarljivi.   
Abstract. Cavitation was considered an undesirable phenomenon in the past but 
nowadays it is being thoroughly investigated for use in various applications, including 
wastewater treatment. High temperatures, pressures, shear forces and chemical effects have 
great potential for killing bacteria and inactivating viruses. Salicylic acid is used in 
cavitation research as a detector of chemical effects, more specifically as a scavenger of 
OH radicals formed during cavitation. It is a surfactant that changes the physical properties 
of the medium and consequently affects the cavitation dynamics. We investigated the 
mechanisms of the effects of salicylic acid on cavitation and determined the concentration 
at which these effects are negligible. 
 
1 Uvod 
Kavitacija je fizikalni pojav v kapljevinah, kjer zaradi nenadno znižanega tlaka pride do 
formacije parno – plinskih mehurčkov v prej homogenem mediju. Ti na območju visokega 
tlaka silovito kolapsirajo. Kolaps spremljajo lokalno ekstremni pogoji, kot so tlaki do 1 GPa 
in temperature reda več 1000 K [1], [2]. Če mehurček kolapsira asimetrično, se generirajo 
mikro curki, ki presežejo hitrost 100 m/s [3]. Te ekstremne razmere imajo velik vpliv na 
objekte v bližini. V preteklosti je bila kavitacija zato izrazito nezaželen pojav, saj v 
hidravličnih sistemih povzroča hrup, vibracije in energijske izgube, predvsem pa erozijo 
materiala, na katero niso odporni niti najtrši materiali. Agresivne učinke kavitacije pa lahko 
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tudi koristno uporabimo. V kemijskem inženirstvu se kavitacija že več let uporablja za 
homogenizacijo zmesi, izdelavo emulzij, razplinjanje in pospeševanje kemijskih reakcij. 
Kavitacijo se široko uporablja tudi za čiščenje težko dostopnih površin ter majhnih 
medicinskih pripomočkov [4]. V zadnjem času pa se kavitacija intenzivno raziskuje za namen 
obdelave in čiščenja odpadnih voda. Znano je, da ekstremni pogoji povzročijo razpad molekule 
vode in nastanek visoko reaktivnih OH radikalov [5]. Ti radikali lahko, v kombinaciji z 
visokimi temperaturami, tlaki in strižnimi silami, uničijo bakterije, alge in glive ter inaktivirajo 
viruse [6], [7]. S kavitacijo dosežemo deaktivacijo in razpad ostankov farmacevtskih spojin 
[8]. Kavitacija je v primerjavi s konvencionalnimi metodami čiščenja odpadnih voda 
energijsko, ekonomsko in ekološko učinkovit način čiščenja [9]. Kljub temu obdelava voda s 
kavitacijo še ni v široki uporabi. Kavitacijska dinamika in njeni učinki so namreč močno 
odvisni od številnih parametrov, ki so trenutno še preslabo raziskani.  
Kemijske učinke kavitacije lahko ovrednotimo z lovljenjem radikalov, ki med kavitacijo 
nastajajo. Na ta način lahko preko reakcijskih produktov med lovilcem in radikali indirektno 
določimo količino nastalih radikalov. Kot lovilec je pogosto uporabljena salicilna kislina (SK), 
saj ima veliko tendenco za reakcijo z OH radikali, nastali produkti pa so stabilni in lahko 
določljivi. Poleg tega je izrazito OH selektivna [10]. Zato SK uporabljamo za preučevanje 
kemijskih učinkov kavitacije v okviru projekta CABUM, kjer smo razvili metodo za detekcijo 
reakcijskih produktov SK in OH radikalov [11]. Tekom raziskav smo ugotovili, da visoke 
koncentracije SK lahko vplivajo na dinamiko kavitacije, zato količina zaznanih radikalov med 
eksperimentom z dodatkom SK ni nujno enaka količini dejansko nastalih radikalov med 
eksperimentom v navadni vodi (V). Da je SK uporabna kot lovilec radikalov, je vzorec V+SK 
potrebno nakisati pod pKa vrednost SK (pKa=2,97), da SK ostane v molekularni obliki in s 
tem ohrani hidrofobnost. Posledično se nabira na fazni meji med vodo in mehurčki, torej v 
bližini mest, kjer radikali nastajajo [10]. Po drugi strani se SK obnaša kot površinsko aktivna 
snov in spremeni fizikalne lastnosti medija, kar je nezaželeno.  
Znano je, da površinsko aktivne snovi močno vplivajo na fizikalne lastnosti medija. Bistveno 
lahko spremenijo viskoznost, površinsko napetost in tlak uparjanja. Površinska napetost igra 
ključno vlogo pri dinamiki kavitacijskega mehurčka, zvišan tlak uparjanja pa pomeni 
zgodnejši začetek kavitacije. Spremeni se količina raztopljenih in neraztopljenih plinov v 
kapljevini. Ti plini nato delujejo kot zarodna jedra za začetek kavitacije [4]. Koalescenca 
mehurčkov je zaradi dodatkov lahko močno zakasnjena. To pomeni, da je populacija 
mehurčkov številčnejša, ti pa so v povprečju manjši. Poleg tega je oblak mehurčkov redkejši, 
saj se mehurčki bolj odbijajo med seboj [12]. Te spremembe bistveno vplivajo na pojav 
kavitacije in dinamiko kavitacijskih mehurčkov. Na tem področju je bilo opravljenih več 
raziskav z akustično kavitacijo. Ugotovljeno je bilo, da površinsko aktivne snovi spremenijo 
intenziteto kavitacije, ki se kaže v spremenjeni sonoluminiscenci [13]. Prav tako spremenijo 
prostorsko dinamiko kavitacije [14]. Vpliv površinsko aktivnih snovi na hidrodinamsko 
kavitacijo pa je še dokaj neraziskan. 
Raziskali smo vplive različnih koncentracij SK na fizikalne lastnosti medija in njihove vplive 
na kavitacijsko dinamiko. Določili smo koncentracijo, pri kateri so vplivi dodatka SK 
zanemarljivi, hkrati pa je koncentracija SK dovolj visoka, da je detekcija nastalih OH radikalov 
še mogoča.  
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2 Metode 
Preučili smo vpliv SK pri koncentracijah 50 in 300 mg/l v kombinaciji s koncentracijo HCl, ki 
pH spojine spusti pod 2,97 (dejanski pH okoli 2,50). Vzorce smo primerjali z navadno vodo. 
Za primerjavo smo testirali še vzorec s koncentracijo SK 300 mg/l brez dodatka HCl in vzorec 
V+HCl brez SK.  
Kavitacijski eksperimenti so bili izvedeni na prepihovalni kavitacijski postaji (Slika 1 - levo). 
Ta je sestavljena iz dveh rezervoarjev, v katerih se tlak izmenično povečuje in zmanjšuje tako, 
da se med rezervoarjema ustvari tlačna razlika. Ta razlika potisne vzorec skozi kanal z 
Venturijevo zožitvijo (Slika 1 - desno), ki je nameščen med rezervoarja. Postaja je podrobneje 
opisana v [11]. Kavitacijo, ki se pojavi v kanalu, smo opazovali s hitro kamero Photron SA-Z 
pri 200 000 fps. Tlačne pulzacije smo merili s hidrofonom PCB 113B28. 
 
 
Slika 1: Kavitacijska postaja (levo) in kanal z zožitvijo (desno). 
 
Viskoznost smo merili z reometrom Anton Paar Physica MCR 301, površinsko napetost s 
tenziometrom Kruss K12, tlak uparjanja pa smo določili z vakumiranjem vzorca do začetka 
vrenja, pri čemer smo tlak v posodi merili s tlačnim pretvornikom ABB 266 AST, temperaturo 
pa s termoparom tipa J.  
Nagnjenost k nukleaciji smo določili z opazovanjem mikro mehurčkov v vzorcu. Za ta namen 
smo sestavili vertikalni stresalni mehanizem, s katerim smo stresali kiveto z vzorcem in 
zrakom 2 sekundi pri 45 Hz. Mikro mehurčke, ki so nastali med stresanjem, smo posneli s 
hitro kamero pri 300 fps, nato pa z obdelavo slik določili njihovo število in pripadajoče 
premere. Na podlagi teh podatkov smo določili vsebnost zraka v vzorcu v odvisnosti od časa 
po končanem stresanju.  
Inhibicijo koalescence smo določili z eksperimentom s sosednjima kapilarama. V vzorec smo 
potopili dve teflonski cevki z notranjim premerom 2 mm in zunanjim premerom 4 mm tako, 
da sta bili čelni površini cevk poravnani ena z drugo ter cevki vzporedni z dnom posode.  Z 
brizgo smo na koncu cevk ustvarili majhna zračna mehurčka, nato pa cevki počasi približevali 
z mikrometrskim pozicionirnim sistemom, dokler se mehurčka nista združila. Proces smo 
opazovali s hitro kamero in iz slik določili povprečen radij površine kontakta mehurčkov tik 
pred koalescenco.  
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3 Rezultati in diskusija 
Ugotovili smo, da dodatek HCl, SK in kombinacije HCl in SK pri koncentracijah do 300 mg/l 
nima vpliva na viskoznost medija niti na tlak uparjanja. Se pa z dodajanjem SK spremeni 
površinska napetost medija. Slika 2 prikazuje povprečne površinske napetosti navadne vode 
in vzorcev vode z dodatki HCl in SK pri različnih koncentracijah. Vidimo, da dodatek HCl 
(pH okoli 2.50 v vseh vzorcih s HCl) praktično nima vpliva na površinsko napetost. Dodatek 
300 mg/l SK zniža površinsko napetost vode za okoli 6,5%, še večji vpliv pa ima kombiniran 
učinek HCl in SK. Kombinacija HCl in SK pri 300 mg/l zniža površinsko napetost vode za 
25%. Zanimivo je, da ima dodatek 50 mg/l SK v kombinaciji s HCl večji vpliv na površinsko 
napetost kot sama SK pri 300 mg/l. Ta efekt je sicer v skladu z opisanim v odstavku Uvod, saj 
je dodatek HCl vzrok za to, da SK ostane hidrofobna in se nabere na površino, kjer lahko 
vpliva na površinsko napetost.   
 
 
Slika 2: Površinska napetost vzorcev pri 19° C. 
 
Podobno velja za nagnjenost k nukleaciji. Slika 3 prikazuje izračunane deleže zraka v vzorcih 
v odvisnosti od časa, ki je minil od konca stresanja vzorca. V prvih 50 ms so izračunani deleži 
zraka relativno nestabilni. Takrat se izločajo veliki mehurčki zaradi vzgona, hkrati pa je vzorec 
še v rahlem gibanju zaradi vztrajnosti. Po 50 ms se to gibanje umiri. Mehurčki se izločajo 
dokaj enakomerno, s tem da se najprej zaradi večjega vzgona izločijo večji mehurčki. Delež 
zraka zato eksponentno pada. Po 150 ms je delež zraka v vzorcih V+HCl in V+SK 300 mg/l 
praktično enak tistemu v navadni vodi. V vzorcu s HCl+SK 300 mg/l je delež neraztopljenega 
zraka 40 do 50 – krat večji od deleža zraka v navadni vodi, medtem ko je v vzorcu s HCl+50 
mg/l delež neraztopljenega zraka na začetku do 20 – krat večji kot v vodi, po 1 s pa se povsem 
približa tistemu v navadni vodi. V vzorcu HCl+SK 300 mg/l je neraztopljen zrak tudi po 1 s 
še vedno v razmeroma velikih količinah. Na Slika 3 so nad diagramom prikazani še posnetki 
treh vzorcev (okno 6x6 mm) pri času 500 ms, kjer je očitna tudi vizualna razlika med 
posameznimi vzorci. Dodatek SK v kombinaciji s HCl precej vpliva na količino 
neraztopljenega zraka v vodi. Po eni strani se med stresanjem zrak lažje vmeša v vzorec, ki se 
zaradi vztrajnosti, ki jo povzročimo s stresanjem, hitro premika proti relativno mirujoči zračni 
masi v posodici. Mehanizem je podoben razpadu curka, ki ga brizgamo v zrak. Zaradi nižje 
72.96 72.52
68.24 66.54
55.11
0.0
10.0
20.0
30.0
40.0
50.0
60.0
70.0
80.0
Navadna voda V + HCl V + SK 300 mg/l V + HCl + SK 50
mg/l
V + HCl + SK 300
mg/l
P
o
vr
ši
n
sk
a 
n
ap
et
o
st
 [
m
N
/m
]
- 72 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 5 - 
površinske napetosti vzorec razpade na več mehurčkov, ki so manjši, kot bi bili sicer. Po  drugi 
strani dodatek HCl in SK vpliva na koalescenco, kot je pojasnjeno v naslednjem odstavku. 
Mehurčki, ki so po stresanju razpršeni v vzorcu, se zaradi dodatka HCl+SK ne združujejo, 
medtem ko je koalescenca v navadni vodi neovirana. Populacija mehurčkov je zato 
številčnejša, povprečen radij pa mnogo manjši. Zaradi majhnega vzgona se ti mehurčki dolgo 
zadržujejo v vzorcu, medtem ko tisti v vodi hitro izplavajo na površje. Ti zaostali mehurčki 
služijo kot zarodna kavitacijska jedra v naslednjem prehodu skozi kavitacijski kanal, kar lahko 
povsem spremeni kavitacijsko dinamiko. 
 
 
Slika 3: Delež zraka v vzorcih v odvisnosti od časa po koncu stresanja. Zgoraj: posnetki treh 
vzorcev pri času 500 ms. 
 
Kot že omenjeno, dodatek SK v kombinaciji s HCl ovira koalescenco mehurčkov. Da smo 
določili, kako močno posamezna koncentracija SK ovira koalescenco, smo izvedli eksperiment 
s kapilarama. Dva zračna mehurčka smo počasi približevali, dokler se nista združila. S slike, 
posnete tik pred koalescenco, smo izračunali povprečen premer površine kontakta mehurčkov. 
Faktor inhibicije je ta premer normiran s premerom, ki pripada vzorcu z navadno vodo. Slika 
4 prikazuje faktorje inhibicije koalescence glede na koncentracijo SK v vzorcu V+HCl+SK. 
Nad diagramom so prikazani trije značilni posnetki, ki ustrezajo koncentracijam SK 0, 50 in 
300 mg/l. Očitno je, da kombinacija HCl in SK bistveno vpliva na koalescenco. Če HCl in SK 
nista kombinirana, pri pH 2,50 in koncentraciji SK 300 mg/l nimata značilnega vpliva na 
koalescenco, zato ti rezultati niso prikazani.  
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Slika 4: Inhibicija koalescence v odvisnosti od koncentracije SK. Zgoraj: posnetki vzorcev s 
koncentracijo SK 0, 50 in 300 mg/l tik pred koalescenco. 
 
Površinsko aktivna snov lahko ovira koalescenco na dva načina: z daljnosežnimi 
elektrostatskimi odbojnimi silami, ki delujejo na razdalje več 10 nanometrov in s 
kratkosežnimi odbojnimi silami, ki delujejo na razdalji le nekaj nanometrov. Prve so posledica 
električnega naboja na površini mehurčka, ki ga povzroči električno nabita površinsko aktivna 
snov. Druge so posledica velikosti in razvejanosti molekul površinsko aktivne snovi [15]. 
Molekule se zaradi svoje prostorske geometrije ne morejo približati na manj kot nekaj 
nanometrov. Za inhibicijo koalescence je lahko odgovoren le en od teh mehanizmov ali pa oba 
hkrati. SK v molekularni obliki, kakršno najdemo v vzorcu z dodanim HCl, nima formalnega 
električnega naboja. Po drugi strani je molekula SK velika in prostorsko relativno razvejana 
(benzenski obroč). Na podlagi teh ugotovitev lahko zaključimo, da SK inhibira koalescenco 
zaradi odbojnih sil, ki se pojavijo zaradi geometrije molekul, ko se te dovolj približajo. 
Da bi določili koncentracijo SK, pri kateri ta nima več vpliva na koalescenco, smo izvedli še 
eksperimente s koncentracijami SK nižjimi od 50 mg/l (5, 10, 20, 30, 40 mg/l). Veliko 
površinsko aktivnih snovi (npr. alifatski alkoholi) izkazuje to lastnost, da pod neko določeno 
koncentracijo, ki jo imenujemo tranzicijska koncentracija, nima več nikakršnega vpliva na 
koalescenco [16]. V nasprotju s tem ima SK relativno zvezen potek vpliva v odvisnosti od 
koncentracije in ne strmega, kot nekatere druge površinsko aktivne snovi. SK ima vpliv na 
koalescenco tudi pri zelo majhnih koncentracijah, pod 5 mg/l.  
Da bi določili vpliv dodatka SK na kavitacijo v navadni vodi, smo izvedli eksperimente na 
kavitacijski postaji z Venturijevo zožitvijo, kot je podrobneje opisano v poglavju Metode. 
Kavitacijski oblak smo snemali s hitro kamero, hkrati pa s hidrofonom zaznavali tlačne 
pulzacije v kanalu. Slika 5 prikazuje povprečno velikost kavitacijskega oblaka (1. stolpec), 
velikost dinamike kavitacijskega oblaka (2. stolpec) in dinamiko tlačnih pulzacij v kanalu (3. 
stolpec) za pet različnih vzorcev. V primeru vzorcev V+HCl in V+SK 300 mg/l je povprečna 
velikost kavitacije in njena dinamika povsem podobna tisti v navadni vodi. Prav tako so 
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identične standardne deviacije tlačnih pulzacij. V primeru kombiniranega dodatka HCl in SK 
300 mg/l je velikost kavitacijskega oblaka vidno večja, po drugi strani pa je dinamika tega 
oblaka manj intenzivna, kar pomeni manj trganja in bolj mirno, tišjo kavitacijo. To potrjujejo 
meritve tlačnih pulzacij. Pri koncentraciji SK 50 mg/l v kombinaciji s HCl je velikost kavitacije 
zelo podobna tisti v navadni vodi. Enako velja za kavitacijsko dinamiko in tlačne pulzacije. 
 
 
Slika 5: Analiza velikosti in dinamike kavitacije ter tlačnih pulzacij v kanalu pri navadni 
vodi z dodatki HCl in različnih koncentracij SK. 
 
Čeprav eksperimenti kažejo, da dodatek HCl in SK pri koncentraciji 50 mg/l še vedno vpliva 
na površinsko napetost, nukleacijo in koalescenco, je vpliv na velikost kavitacije in njeno 
dinamiko zanemarljivo majhen. Prav tako je vpliv SK pri 50 mg/l na površinsko napetost, 
nukleacijo in koalescenco relativno majhen v primerjavi s koncetracijo SK 300 mg/l. Sicer je 
zaželeno, da bi vpliv dodatka SK povsem izničili, vendar je glede na diagram na Slika 4 za to 
potrebno koncentracijo SK zmanjšati pod 1 mg/l. Pri tako nizkih koncentracijah SK učinkovito 
lovljenje OH radikalov ni več mogoče, saj OH radikali prej reagirajo med seboj, kot pa najdejo 
redke molekule SK na površini mehurčka. Prav tako so morebitni reakcijski produkti SK in 
OH radikalov pod mejo zaznavanja metode, ki je bila v ta namen razvita. Zato menimo, da je 
koncentracija SK 50 mg/l dober kompromis, ki ob enem še omogoča učinkovito lovljenje OH 
radikalov in detekcijo reakcijskih produktov, hkrati pa ima na kavitacijo in njeno dinamiko 
minimalen vpliv. 
 
4 Zaključki 
Kavitacija kaže velik potencial na področju čiščenja odpadnih voda, vendar je ta kompleksen 
pojav premalo raziskan za aplikacijo. Za raziskavo kemičnih učinkov kavitacije se uporablja 
salicilna kislina, ki pa hkrati spremeni fizikalne lastnosti medija, kar povzroči spremembe v 
kavitacijski dinamiki. Raziskali smo mehanizme, ki vplivajo na spremembo lastnosti 
kapljevine pri različnih koncentracijah dodane salicilne kisline. Določili smo koncentracijo, ki 
še omogoča detekcijo kemičnih učinkov, hkrati pa je njen vpliv na kavitacijo zanemarljiv. 
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Postavitev kamer merilnega sistema korelacije digitalnih slik 
za merjenje namenskega biaksialnega preizkušanca 
Andraž Maček1, Bojan Starman1 in Miroslav Halilovič1 
Camera arrangement of digital image correlation 
measurement system for measuring a purposely developed 
biaxial specimen 
Povzetek. Predstavljene so različne postavitve kamer merilnega sistema, zasnovanega na 
korelaciji digitalnih slik. Eksperimentalne meritve so izvedene na primeru namensko razvitega 
biaksialnega preizkušanca, ki omogoča obremenjevanje s klasičnim trgalnim strojem in se 
uporablja v postopku inverzne identifikacije parametrov naprednih konstitutivnih modelov. 
Predlagana postavitev kamer izkazuje manjši nivo šuma meritev in omogoča zaznavanje 
nestabilnosti preizkušanca. 
Abstract. Different camera arrangements of digital image correlation measurement system 
are presented. Measurements of a purposely developed biaxial specimen are taken. The specimen 
can be loaded using a classical uniaxial tensile testing machine and the measured results are used 
in an inverse identification of parameters of advanced yield criterion. The proposed camera 
arrangement provides lower noise of the measurements and enables the recognition of local 
instability of the specimen. 
 
1 Uvod 
V današnjem času se veliko večino izdelkov in procesov pred samo fizično izdelavo in 
izvedbo računalniško simulira v virtualnem okolju, s čimer skrajšamo in pocenimo celotni 
razvojni postopek. Izboljšave izdelkov in tehnoloških procesov so tako močno odvisne od 
natančnosti uporabljenih numeričnih modelov. 
Ključni del numeričnega modela je konstitutivni model, ki v celoti popisuje obnašanje 
materiala. Omejimo se na elasto-plastične konstitutivne modele, ki so uporabljeni predvsem 
v primerih računalniških simulacij izdelave izdelkov iz pločevine. Najbolj pogosto 
uporabljen konstitutivni model je v teh primerih Misesov kriterij tečenja, ki pa predpostavlja 
                                                     
1 Laboratorij za numerično modeliranje in simulacije, Fakulteta za strojništvo - Univerza v Ljubljani 
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izotropno obnašanje materiala. Vendar se večina pločevin izdela s postopki valjanja, kar 
vnese v pločevino ortotropno mehansko obnašanje.  
Za izboljšanje natančnosti rezultatov računalniških simulacij je tako potrebno uporabiti 
konstitutivne modele, ki vključujejo tudi ortotropno mehansko obnašanje. Pogosto je 
uporabljen Hillov zakon tečenja [1], ki transformira Misesovo ploskev tečenja s tremi 
parametri (ob predpostavki ravninskega napetostnega stanja). Določitev teh je relativno 
enostavna, saj je potrebno izvesti le klasične enoosne teste preizkušancev, izrezanih iz 
pločevine v treh smereh glede na smer valjanja. Izračun vrednosti parametrov Hillovega 
modela je ekspliciten iz izmerjenih krivulj tečenja, saj ti predstavljajo le skaliranje krivulj v 
posameznih smereh. 
Hillov model v veliko primerih pri splošnem ravninskem napetostnem stanju ne zagotavlja 
dobrega ujemanja med modeliranim in izmerjenim odzivom materiala. V teh primerih se 
poslužujemo naprednejših konstitutivnih modelov, ki so z večjim številom parametrov bolj 
fleksibilni pri popisu realnega obnašanja materiala. V prispevku uporabljamo konstitutivni 
model YLD2000-2d [2], ki prav tako transformira Missesovo ploskev tečenja, vendar z 
osmimi parametri           . Za določitev le-teh tako potrebujemo osem karakteristično 
različnih informacij pridobljenih iz eksperimentov. Informacije iz enoosnih nateznih testov, 
izvedenih v treh smereh, zadostujejo za pridobitev šestih različnih informacij (v vsaki smeri 
krivuljo utrjevanja in Lankfordov koeficient). Za pridobitev ostalih dveh, nujno potrebnih 
informacij, pa moramo izvesti test, kjer se material obremeni z ne-enoosnim napetostnim 
stanjem. Raziskovalci se v ta namen pogosto poslužujejo biaksialnih preizkusov [3]. Ti 
zagotovijo potrebne informacije, vendar zahtevajo napravo za biaksialni natezni preizkus, 
katera je v slovenskem prostoru zelo redka in tako težko dosegljiva. Zato smo v predhodni 
raziskavi [4] razvili preizkušanec, ki material obremeni z biaksialnim napetostnim stanjem, 
njegovo obremenjevanje pa se izvede s široko dostopnim enoosnim trgalnim strojem. 
Geometrija preizkušanca je določena tako, da med obremenjevanjem v centralnem območju 
preizkušanca nastane natezno biaksialno stanje. To območje je lokalizirano, kar predstavlja 
izziv za natančno merjenje deformacij materiala. V ta namen uporabljamo merilni sistem, ki 
deluje na podlagi korelacije digitalnih slik in omogoča brezdotično merjenje celotnega polja 
deformacij. Sistem omogoča veliko fleksibilnost pri uporabi. Spreminjamo lahko npr. število 
uporabljenih kamer, različne postavitve le-teh. V prispevku bosta predstavljena dva različna 
načina postavitev merilnega sistema in njun vpliv na rezultate meritev. V obeh primerih 
bomo uporabljali isto merilno opremo ter preizkušance enake oblike. 
2 Teoretična izhodišča 
Obravnavana postavitev kamer merilnega sistema korelacije digitalnih slik predstavlja le en 
del postopka identifikacije realnega obnašanja materiala. V tem poglavju so predstavljeni 
uporabljeni konstitutivni model YLD2000-2d, namensko razvita geometrija preizkušanca in 
uporabljena metoda inverzne identifikacije. 
 
2.1 Konstitutivni model YLD2000-2d 
Konstitutivni model YLD2000-2d je priznani model za popis plastične anizotropije 
pločevine. Model je le okvirno predstavljen, za detajle priporočamo ogled del [2, 5]. 
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Meja tečenja je definirana z dvema linearnima transformacijama Cauchy-jevega 
napetostnega tenzorja  : 
 (   )  |  
    
 |  |   
     
  |  |  
      
  |        (1) 
kjer so   
    
    
   in   
   lastne vrednosti transformiranih napetostnih tenzorjev    in    , 
definiranih z linearno transformacijo         in          . Parameter   vpliva na 
ukrivljenost ploskve tečenja in je ponavadi odvisen od kristalne strukture materiala. 
Parameter   predstavlja referenčno mejo tečenja, odvisno od ekvivalentne plastične 
deformacije. 
Ob upoštevanju planarne anizotropije je transformacija napetostnega tenzorja   odvisna le 
od desetih ne-ničelnih komponent tenzorjev    in    , ki so definirani z osmimi neodvisnimi 
parametri           : 
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Dodatno lahko parametre            izrazimo s parametri, ki imajo fizikalno ozadje in 
tako nudijo boljše razumevanje postopka identifikacije. Ti parametri so        in    , ki 
predstavljajo razmerja med mejo tečenja v pripadajoči smeri (0°, 45° ali 90°) in referenčno 
mejo tečenja. Parametri         in     predstavljajo Lankfordove koeficiente v pripadajočih 
smereh,    in    pa predstavljata razmerje med biaksialno in referenčno mejo tečenja ter 
Lankfordov koeficient pri biaksialnem napetostnem stanju. Izpeljava in izrazi so 
predstavljeni v [5]. 
2.2 Metoda inverzne identifikacije 
Parametre                   in     lahko eksplicitno izračunamo iz meritev obremenitve, 
vzdolžne in prečne deformacije standardnih enoosnih natezno obremenjenih preizkušancev, 
izrezanih v smereh 0°, 45° in 90° glede na smer valjanja pločevine [6]. Parametra    in    se 
nanašata na biaksialno napetostno stanje in omogočata ekspliciten izračun le v primeru 
izvedbe biaksialnega nateznega preizkusa. 
Prispevek prikazuje alternativo biaksialnemu nateznemu preizkusu in sicer z uporabo 
namensko razvitega preizkušanca, ki omogoča obremenjevanje s klasičnim enoosnim 
trgalnem strojem. V tem primeru napetostno stanje v preizkušancu ni homogeno, ampak je 
skoncentrirano v manjšem osrednjem delu preizkušanca, kar onemogoča eksplicitne izračune 
iskanih parametrov. 
Parametre lahko še vedno določimo, vendar z uporabo metod inverzne identifikacije. 
Poznamo več različnih metod, za naše potrebe pa bomo uporabili metodo posodabljanja 
modela končnih elementov (MKE) [7]. To je iterativna metoda, ki išče take vrednosti iskanih 
parametrov, da se z MKE izračunani odziv čim bolj ujema z izmerjenim odzivom. Celotni 
postopek identifikacije je grafično prikazan na sliki 1. 
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Slika 1:  Diagram poteka uporabljene metode inverzne identifikacije. [4] 
2.3 Razviti preizkušanec 
Kot že omenjeno smo razvili preizkušanec, v katerem se razvije biaksialno natezno stanje, za 
obremenjevanje pa se uporablja klasičen enoosni trgalni stroj. Geometrija preizkušanca je 
prikazana na sliki 2, kjer pa ni prikazanega dela za vpenjanje v čeljusti trgalnega stroja 
(preizkušanec je le podaljšan v vzdolžni smeri). Obremenitev v vzdolžni smeri se preko 
»diagonalnih delov« preizkušanca prenese na centralni del. Ob simetrični postavitvi 
»diagonal« in dodatnih delov preizkušanca, deluje obremenitev pretežno enako iz vseh štirih 
smeri, kar rezultira v biaksialnem napetostnem stanju v centralnem območju preizkušanca 
(označen z roza kvadratom na sliki 2). Preizkušanec je izrezan iz 0,68 mm debele jeklene 
nerjavne pločevine AISI 304 (EN 1.4301) s postopkom žične erozije. 
 
Slika 2:  Namensko razviti preizkušanec za uporabo na enoosnem trgalnem stroju (mere so v 
mm): (a) oblika celotnega preizkušanca, (b) lokacije merilnih točk v centru preizkušanca. [4] 
Natezno obremenjevanje na sliki 2 prikazanega preizkušanca v njem povzroči nehomogeno 
napetostno stanje. Za uspešno identifikacijo parametrov konstitutivnega modela    in    
moramo seveda opazovati le osrednje območje preizkušanca, ki je obremenjeno biaksialno. 
S stališča optimizacije, ki se uporablja v postopku inverzne identifikacije, moramo 
pravzaprav upoštevati tiste informacije, ki izkazujejo veliko občutljivost na iskane parametre 
konstitutivnega modela. Odziv preizkušanca merimo z merilnim sistemom, ki deluje na 
osnovni korelacije digitalnih slik, kar bo opisano v naslednjem poglavju. Ta nam omogoča 
merjenje polja deformacij na celotni opazovani površini preizkušanca. Tako imamo na voljo 
informacije oziroma vrednosti deformacij na površini (za potrebe prispevka se omejimo na 
glavni deformaciji) za več tisoč točk oziroma celotno deformacijsko polje na opazovani 
površini preizkušanca. 
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Občutljivosti teh informacij so prikazane na sliki 3 s polji relativnih občutljivosti glavnih 
deformacij na spremembe parametrov konstitutivnega modela    in   : 
⟨
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  |    {   }  (3) 
kjer   predstavlja mejo tečenja,   utrjevanje in    
  
 ekvivalentno plastično deformacijo. 
Občutljivosti so normalizirane glede na občutljivosti enoosnega nateznega preizkusa 
preizkušanca, izrezanega v smeri valjanja, na parametra    in   . Za dodatne informacije in 
izpeljavo izrazov glej [4]. 
 
Slika 3:  Polja relativne občutljivosti namensko razvitega preizkušanca: (a) prve glavne 
deformacije    na spremembo   , (b) prve glavne deformacije    na spremembo   , (c) 
druge glavne deformacije    na spremembo   , (d) druge glavne deformacije    na 
spremembo   . [4] 
Polja relativne občutljivosti razkrivajo v centralnem delu preizkušanca občutljivosti obeh 
glavnih deformacij na oba parametra konstitutivnega modela istega velikostnega razreda kot 
pripadajoče vrednosti občutljivosti enoosnega preizkusa. Tako lahko sklepamo, da ima 
inverzna identifikacija velike možnosti za identifikacijo pravih vrednosti iskanih parametrov. 
Na podlagi lokacij največjih občutljivosti v posameznem polju, smo določili lokacije treh 
točk (prikazane na sliki 2b), katerih deformacije bomo uporabili v postopku inverzne 
identifikacije za primerjavo izmerjenega ter izračunanega odziva. Omenimo, da zaradi 
dvojne simetrije preizkušanca pravzaprav spremljamo deformacije v dvanajstih točkah. 
3 Merjenje polja deformacij 
Merjenje deformacij preizkušanca je izvedeno z merilnim sistemom DIC Q-400 proizvajalca 
Dantec Dynamics GmbH (Ulm, Nemčija). Gre za optični merilni sistem, ki na podlagi 
metode korelacije digitalnih slik izmeri pomike in deformacije opazovane površine 
preizkušanca. Merilni sistem omogoča poljubno prostorsko postavitev do osem kamer z 
ločljivostjo 5 MPx, saj uporabljene metode več-kamerne korelacije digitalnih slik ne 
omogočajo le korelacije med pari kamer, temveč tudi med več kamerami sočasno. Prednost 
izbranega merilnega sistema je tudi, da vrne vse rezultate v istem koordinatnem sistemu, 
čeprav s kamerami opazovana območja med seboj niso povezana. 
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Najbolj pogoste meritve z uporabo korelacije digitalnih slik uporabljajo bodisi le eno 
kamero, ki omogoča le meritve pomikov v ravnini, vendar je lahko prisotnih veliko zapletov 
[8], bodisi dve kameri, ki s t. i. stereo korelacijo digitalnih slik omogoča meritve pomikov v 
celotnem tridimenzionalnem prostoru. V prispevku obravnavamo dve postavitvi kamer, kjer 
uporabljamo štiri oziroma tri kamere. 
Prva postavitev, prikazana na sliki 4a, uporablja štiri kamere, ki so postavljene v obliki dveh 
parov. Prvi par kamer zajema oziroma meri sprednjo površino pločevinastega preizkušanca, 
drugi par pa zadnjo površino. Merilni sistem prepozna postavitev kamer samodejno s 
postopkom umerjanja. Umerjanje poteka z uporabo kalibracijskih tarč. Te imajo na površini 
karakteristične oznake z natančno določenimi lokacijami, katere programska oprema Istra 4D 
(Dantec Dynamics) uporabi za določitev tako lokacije kamer v prostoru kot tudi za vse 
parametre optične preslikave. Posebnost pri umerjanju te postavitve kamer je v uporabi 
posebnih obojestranskih kalibracijskih tarč, ki imajo omenjene karakteristične oznake na 
dveh vzporednih površinah. To omogoča istočasno umerjanje vseh štirih kamer in s tem 
posledično znane lokacije vseh kamer in rezultatov v istem koordinatnem sistemu. 
 
Slika 4:  Postavitvi merilnega sistema DIC: (a) prva postavitev, (b) in (c) druga postavitev. 
Druga postavitev, prikazana na sliki 4b in 4c, uporablja tri kamere, kjer vse opazujejo isto 
območje na površini preizkušanca. Ta postavitev se od klasične stereo korelacije digitalnih 
slik razlikuje v dodani tretji kameri, ki zajema dodatne informacije na istem območju. 
 
Slika 5:  Izmerjena polja deformacij biaksialnega preizkušanca: (a) polje prvih glavnih 
deformacij, (b) polje drugih glavnih deformacij. 
Pri obeh postavitvah so kamere opazovale le centralni del preizkušanca, saj z omejitvijo na 
manjše področje proporcionalno izboljšamo točnost meritev. Še vedno pa je potrebno zajeti 
vsaj del konture oziroma oblike preizkušanca. To nam omogoča prostorsko poravnavo 
izmerjenih odzivov z izračunanimi odzivi, kar je nujno potrebno za primerjavo deformacij v 
postopku inverzne identifikacije. Uporabljeno območje meritev je prikazano na slikah 5a in 
5b, kjer prva prikazuje polje izmerjenih prvih glavnih deformacij, druga pa polje drugih 
glavnih deformacij. 
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4 Rezultati 
S prvo postavitvijo merilnega sistema smo izvedli pet meritev opisanih preizkušancev, z 
drugo postavitvijo pa štiri. Najprej si oglejmo izmerjene rezultate prve postavitve merilnega 
sistema. Graf na sliki 6a prikazuje potek prve glavne deformacije, izmerjene v točki 1, v 
odvisnosti od obremenitve preizkušanca. Oranžne točke prikazujejo izmerjene vrednosti na 
sprednji strani preizkušanca, modre pa na zadnji. Poleg precej velikega raztrosa izmerjenih 
vrednosti, opazimo očitno razliko med sprednjo in zadnjo stranjo, ko natezna sila preseže 
vrednost 3,2 kN. Razlog za razliko se skriva v obliki razvitega preizkušanca, saj se del njega 
ob preveliki obremenitvi lokalno ukloni in tako preizkušanec ni več planaren, temveč 
ukrivljen. Omenimo, da čeprav opazujemo deformacijo v centralnem območju preizkušanca 
in se lokalni uklon zgodi relativno daleč, izmerjeni rezultati izkazujejo odstopanje še preden 
je uklon viden s prostim očesom. 
Primerjava med eksperimentalnima postavitvama je prikazana z grafom izmerjene prve 
glavne deformacije v točki 1 v odvisnosti od obremenitve preizkušanca, prikazanem na sliki 
6b. Modre točke prikazujejo meritve s prvo postavitvijo kamer (štiri kamere), kjer pa so 
prikazane meritve le s sprednje strani preizkušanca (dve kameri) in oranžne z drugo 
postavitvijo kamer (tri kamere). Iz rezultatov je v primeru uporabe treh kamer s sprednje 
strani preizkušanca jasno viden mnogo manjši raztros izmerjenih deformacij, kar sovpada z 
dodatno tretjo projekcijo opazovane površine [9]. 
 
Slika 6:  Izmerjene prve glavne deformacije točke 1 v odvisnosti od sile: (a) primerjava med 
meritvami spredaj in zadaj, (b) primerjava med prvo in drugo postavitvijo kamer.  
Primerjava med postavitvama kamer oziroma merjenjem z dvema ali tremi kamerami je bila 
dodatno analizirana z ozirom na raztros oziroma šum meritev. Za vsako izvedeno meritev 
smo izračunali standardno deviacijo izmerjenih deformacij v območju, ki sovpada z 
obremenitvijo preizkušanca v intervalu [1,0; 1,1] kN. Omenimo, da smo pri prvi postavitvi 
merilnega sistema ločeno analizirali izmerjene deformacije na sprednji in zadnji strani 
preizkušanca. Opazovali smo vse izmerjene podatke, ki se dalje uporabijo v postopku 
inverzne identifikacije: prva in druga glavna deformacija (  ,   ) v vseh treh opazovanih 
točkah. Rezultati analize so prikazani na sliki 7, kjer točke predstavljajo standardno deviacijo 
posamezne meritve, stolpci pa njeno povprečno vrednost. 
Rezultati jasno razkrivajo, da dodatna tretja kamera na sprednji strani preizkušanca močno 
zmanjša standardno deviacijo oziroma šum meritev. Povprečna standardna deviacija je bila v 
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primeru prve postavitve kamer           deformacije, v primeru druge postavitve pa 
          deformacije. Nivo šuma se je tako zmanjšal za skoraj 58%. 
 
Slika 7:  Primerjava raztrosa izmerjenih deformacij glede na število kamer.  
5 Zaključek 
V prispevku je predstavljen postopek identifikacije parametrov naprednih konstitutivnih 
modelov. Na primeru namensko razvitega biaksialnega preizkušanca smo se osredotočili na 
meritve heterogenega polja deformacij. Opazovali smo meritve dveh različnih postavitev 
kamer merilnega sistema, ki deluje na osnovi korelacije digitalnih slik. Ugotovili smo, da 
dodatna tretja kamera močno zmanjša nivo šuma izmerjenih deformacij in posledično lahko 
zagotavlja bolj točno identificirane parametre konstitutivnega modela. Dodatni par kamer na 
zadnji strani preizkušanca pa omogoča hitro zaznavanje lokalne nestabilnosti preizkušanca. 
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Visokohitrostno testiranje odprto-celične aluminijeve pene 
Anja Mauko1, Matej Vesenjak1, Mustafa Sarıkaya2, Mustafa Güden2 in Zoran 
Ren1  
High-speed impact testing of open-cell aluminium foam  
Povzetek. Za namen karakterizacije mehanskih lastnosti odprto-celične aluminijeve pene 
m-pore so bili izvedeni kvazi-statični in dinamični tlačni testi. Dinamični testi so bili izvedeni na 
SHPB preizkuševališču, prilagojenem za izvedbo Taylorjevega testa. Udarne hitrosti dinamičnih 
preizkusov so bile določene na osnovi predpostavljenih kritičnih hitrosti konstitutivnega R-PP-L 
(angl. rigid–perfectly plastic–locking) modela. Rezultati preizkusov so potrdili naraščanje togosti 
ob večanju deformacijske hitrosti. Prav tako so bili s pomočjo analize deformacijskih front določeni 
hitrostni režimi v testiranem odprto-celičnem materialu. 
Abstract. Quasi-static and dynamic tests of the aluminium open-cell foam m-pore were 
performed for the purpose of its mechanical characterization. Dynamic tests were conducted on the 
SHPB test apparatus, modified for Taylor impact test. The impact velocities of the dynamic tests 
were determined by predicting the critical velocities of the constitutive rigid–perfectly plastic–
locking R-PP-L model. The test results confirmed stiffness increase at increasing loading rates. 
Furthermore, the analysis of deformation fronts was used to determine the regimes at different 
loading rates in the tested open-cell material. 
1 Uvod 
Z opazovanjem naravnih poroznih materialov, kot so kosti, les in čebelji panji, se je pričelo 
raziskovanje in zanimanje za celične (porozne) materiale. V današnjem času so za sodobno 
gradnjo inženirskih konstrukcij zelo zanimivi lahki materiali s fizikalnimi in mehanskimi 
lastnostmi kot so visoka specifična togost, spremenljivo Poissonovo razmerje, nizka gostota 
in visoka absorpcija energije [1]. Takšne lastnosti imajo tudi kovinski celični materiali, to so 
materiali s porozno strukturo, zgrajeno iz trirazsežnih geometrijskih teles oz. poliedrov [2]. 
Slednji so lahko odprto- in zaprto-celični. Pri odprto-celični obliki je osnovni material samo 
na robovih poliedrov, medtem ko pri zaprto-celični obliki osnovni material zapolni tudi 
ploskve poliedrov. Pri tem je potrebno upoštevati, da je porozna struktura običajno neurejena, 
z uporabo sodobnih izdelovalnih tehnologij pa lahko dosežemo tudi urejene strukture.  
                                                     
1 Univerza v Mariboru, Fakulteta za strojništvo, Smetanova ulica 17, 2000 Maribor; ∗ anja.mauko@um.si 
2 Dynamic Testing and Modeling Laboratory and Department of Mechanical Engineering, Izmir Institute of 
Technology, Gülbahçe Köyü, Urla, Izmir, Turkey 
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Odziv celičnega materiala je pogojen z vrsto obremenitve, kateri je izpostavljen. Obstajajo 
trije obremenitveni režimi, ki so: kvazi-statičen, prehodno dinamičen in visokohitrostni režim 
obremenjevanja. V primerih kvazi-statičnega režima je ravnotežje vseh sil vzpostavljeno na 
makro nivoju. V prehodno dinamičnem in visokohitrostnem režimu je prisoten naraščajoči 
vpliv vztrajnosti materiala, ki povzroči spremembo mehanskih lastnosti celičnih materialov na 
makro nivoju [3]. Bistveno razliko med statičnim in dinamičnima režimoma predstavlja mesto 
nastanka deformacije ter povečanje specifične togosti celičnega materiala zaradi vpliva 
vztrajnosti. V primeru visokohitrostnega režima se pojavi izrazita lokalizirana deformacija na 
deformacijski fronti, ki se širi od udarne površine proti prostemu koncu testiranega vzorca. Pri 
kvazi-statičnem obremenitvenem režimu se deformacija pojavi najprej v najšibkejših mestih 
celične strukture. V prehodno dinamičnem režimu se lahko pojavijo lastnosti kvazi-statičnega 
in visokohitrostnega režima. Kritične hitrosti za posamezni celični material, ki predstavljajo 
meje med obremenitvenimi režimi, je mogoče predvideti s pomočjo konstitutivnih materialnih 
modelov [4], [5]. 
V prispevku je opisano kvazi-statično in dinamično testiranje mehanskih lastnosti vzorcev 
odprto-celične aluminijeve pene m-pore, izdelane s postopkom litja z iztaljenimi jedri. Z 
namenom določitve vpliva hitrostnega režima na odziv preizkušane pene, je bilo izvedenih več 
kvazi-statičnih in dinamičnih testov pri različnih deformacijskih hitrostih. Udarne hitrosti so 
bile v naprej določene na podlagi kritičnih hitrosti, določenih s R­PP­L konstitutivnim 
modelom.  
2 Preizkušanci in metode 
2.1 Izdelava preizkušancev 
Po metodi litja z iztaljenimi jedri je bila izdelana plošča odprto-celične aluminijeve pene 
podjetja m-pore GmbH [6]. Osnovni material izdelane odprto-celične strukture je bil aluminij 
EN AW-1070. Za izvedbo eksperimentalnih preizkusov so bili iz plošče izrezani valjasto 
vzorci dimenzij ∅19 × 20,5 mm s pomočjo žične erozije. Poroznost celičnega materiala je bila  
93 %. 
2.2 Tlačni preizkusi 
Za določitev osnovnih mehanskih lastnosti celičnih vzorcev so bili izvedeni enoosni 
kvazi-statični tlačni preizkusi na preizkuševalnem stroju TINIUS OLSEN H10KT, ki lahko 
proizvede največjo silo 10 kN. Hitrost pomika čeljusti je bila 0,1 mm/s. Vsi preizkusi so bili 
izvedeni pri sobni temperaturi 23 °C.  
Na osnovi izvedenih meritev pritisne sile in pomika pritisne plošče je bilo izračunano 
konstitutivno razmerje inženirske deformacije in inženirske napetosti. Pri izračunu inženirske 
deformacije je bila uporabljena enačba 𝜀𝑒=l/ℎ0, kjer je l pomik vpenjalne glave in ℎ0 začetna 
višina preizkušanca. Enačba 𝜎𝑒=F/𝐴0 je bila uporabljena za izračun inženirske napetosti, v 
kateri predstavlja F tlačno silo in 𝐴0 začetni prečni prerez preizkušanca. 
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2.3 Dinamični preizkusi  
2.3.1 Preizkuševališče 
Za namen mehanske karakterizacije celičnih vzorcev so bili izvedeni dinamični udarni 
preizkusi. Preizkusi so bili izvedeni na prilagojenem Split Hopkinson Pressure Bar (SHPB) 
preizkuševališču [7]. V osnovni izvedbi sestoji SHPB preizkuševališče iz udarnega telesa, 
vstopne in izstopne palice ter preizkušanca, postavljenega med palicama. Za namene te 
raziskave je bilo SHPB preizkuševališče prilagojeno za izvedbo Taylorjevega udarnega testa 
[8], pri katerem je vzorec pritrjen na udarno telo. Vzorec je skupaj z udarnim telesom pospešen 
do udarne hitrosti tik pred trkom v mirujočo vstopno palico. Dinamično obnašanje materiala 
je določeno na osnovi analize elastičnih deformacijskih napetostnih valov v vstopni palici, ki 
temelji na predpostavki enodimenzionalnega potovanja deformacijskih impulzov. 
Deformacijski impulzi so bili izmerjeni na vstopni palici na dveh merilnih mestih, prikazanih 
na sliki 1. Vsako merilno mesto je bilo opremljeno z merilnimi lističi, povezanimi v polni 
Wheatstonov mostič. Za vizualno kontrolo in nadaljnjo obdelavo podatkov so bili vsi preizkusi 
posneti z digitalno visokohitrostno kamero Photron Fastcam SA-Z pri hitrosti 100.000 slik na 
sekundo (fps) in resoluciji slike 302 × 128 slikovnih točk. 
Pri vseh dinamičnih preizkusih je bila uporabljena enaka vstopna palica dolžine 3.110 mm in 
premera 19,4 mm. Vstopna palica je bila izdelana iz nikljeve zlitine Inconel 718 z modulom 
elastičnosti 207 GPa in Poissonovim razmerjem 0,29. Uporabljena so bila udarna telesa 
dolžine 200 mm. Premer udarnih teles je bil enak premeru vstopne palice. Vzorci odprto-
celične pene so bili testirani pri več različnih udarnih hitrostih. Začetne hitrosti udarnih teles 
so bile predhodno določene na osnovi predvidene kritične hitrosti R-PP-L analitičnega modela, 
ki je podrobneje predstavljen v podpoglavju 2.4. Predvidene nazivne udarne hitrosti so bile 
25 m/s, 50 m/s, 75 m/s in 95 m/s. V primeru udarne hitrosti 25 m/s je bilo uporabljeno udarno 
telo iz aluminija, v vseh ostalih primerih pa je bilo uporabljeno leseno udarno telo.  
 
Slika 1: Shematski prikaz SHPB preizkuševališča, prilagojenega za izvedbo Taylorjevega 
udarnega testa.  
2.3.2 Obdelava eksperimentalnih rezultatov 
Deformacijski impulzi na vstopni palici 𝜀𝑇(𝑡) so bili zajeti z merilnimi lističi, povezanimi v 
Wheatstonovega mostiček. Napetostna razlika vej Wheatstonovega mostička je merilna 
napetost 𝑈𝑚  , katero je potrebno ojačati zaradi nizke amplitude izhodnega signala. Specifično 
deformacijo določimo po enačbi [9]: 
𝜀𝑇(𝑡) =
2𝑈𝑚
𝐺𝑓𝐴𝑔(1 + 𝜈)(𝑈𝑛 − 𝑈𝑚)
 (1) 
v0 v0 
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v kateri je napajalna napetost 𝑈𝑛 = 10 V , faktor merilnih lističev 𝐺𝑓 = 2,09, faktor ojačitve 
signala 𝐴𝑔 = 200 in  Poissonovo razmerje materiala vstopne palice 𝜈 = 0,29. Na osnovi 
ovrednotene specifične deformacije vstopne palice 𝜀𝑇(𝑡) je bila izračunana specifična 
deformacija preizkušanca [10]: 
𝜀𝑠(𝑡) =
𝑣0𝑡 − 2𝑐 ∫ 𝜀𝑇(𝑡)𝑑𝑡
𝑡
0
𝐿𝑠
 (2) 
v kateri je 𝑣0 začetna hitrost udarnega telesa, 𝑡 čas trajanja preizkusa, 𝑐 hitrost širjenja 
deformacijskih impulzov in 𝐿𝑠 dolžina preizkušanca. Hitrost širjenja deformacijskih impulzov 
(oziroma napetostnih valov) v vstopni palici je 4.930 m/s. Predhodne raziskave so pokazale, 
da je pri Taylorjevem testu poroznih materialov delež specifične deformacije vstopne palice 
𝜀𝑇(𝑡) v enačbi (2) zanemarljivo majhen (≤ 6 ∙ 10
−4), zato lahko enačbo poenostavimo v [11]: 
𝜀𝑠(𝑡) =
𝑣0𝑡
𝐿𝑠
 (3) 
Napetost preizkušanca določimo po enačbi: 
𝜎𝑠(𝑡) =
𝐴𝑏
𝐴𝑠  
𝐸𝜀𝑇(𝑡) (4) 
v kateri je 𝐴𝑏 prerez palice, 𝐴𝑠 prerez vzorca in 𝐸 modul elastičnosti vstopne palice.  
2.4 Konstitutivni model R-PP-L 
Osnovni konstitutivni model celičnih materialov sta določila Gibson in Ashby [2], vendar je 
uporaba modela ustrezna izključno za majhne deformacije celičnih struktur. Za celične 
materiale z naključno, neenakomerno notranjo strukturo so bili v preteklosti razviti zahtevnejši 
konstitutivni modeli, ki omogočajo tudi izračun kritičnih hitrosti, pri katerih opazimo 
spremembo deformacijskega odziva. Takšen model za karakterizacijo lesa, izpostavljenega 
udarni obremenitvi, sta leta 1997 predstavila Reid in Peng [12]. Model temelji na 
idealno-plastičnem obnašanju materiala (angl. rigid–perfectly plastic–locking – R-PP-L) in se 
je kasneje izkazal kot primeren tudi za kovinske celične materiale. Kritično hitrost, pri kateri 
nastopi visokohitrostni režim, določimo po tem modelu kot: 
𝑣𝑘𝑟 = √
2𝜎𝑝𝑙𝜀𝑑
𝜌𝑜
 (5) 
kjer 𝜌𝑜 predstavlja začetno gostoto preizkušanca, 𝜎𝑝𝑙 plato napetost in 𝜀𝑑 deformacijo 
zgoščevanja. Vrednosti parametrov enačbe (5) so določene na osnovi rezultatov 
kvazi-statičnih preizkusov. 
3 Rezultati 
3.1 Rezultati kvazi-statičnih preizkusov 
Izvedenih je bilo osem tlačnih preizkusov, katerih povprečje rezultatov je prikazano na sliki 2. 
Na sliki 3 je razviden značilen tlačni odziv celičnega materiala, ki ga lahko razdelimo na tri 
območja. Najprej nastopi začetno območje deformiranja, ki jo zaznamuje kvazi-linearna 
elastična deformacija materiala vse do nastanka prvih trajnih deformacij pri napetosti 𝜎𝑝𝑙(𝜀𝑝𝑙). 
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Nato sledi plato območje, za katerega je značilno postopno ukrivljanje in upogibanja 
medceličnih povezav od najšibkejših do najmočnejših, kar se odraža v rasti deformacije pri 
enaki ali le malo naraščajoči obremenitvi. Sledi območje zgoščevanja celične strukture, za 
katerega je značilna hitra rast togosti celičnega materiala. Pričetek zgoščevanja je opredeljen 
z deformacijo zgoščevanja 𝜀𝑑. V povprečju sta 𝜎𝑝𝑙 in 𝜀𝑑 preizkušene pene v kvazi-statičnem 
režimu znašala 0,7 MPa in 0,5. 
Na sliki 3a je prikazano zaporedje deformiranja preizkušanca pri kvazi-statičnem preizkusu. 
Prikazano je napredovanje deformacijske fronte, ki je pomembna lastnost pri prepoznavanju 
obremenitvenega režima. Kot je razvidno iz slike 3a, se deformacijska fronta pojavi na 
najšibkejšem mestu v preizkušancu v obliki strižne ravnine.  
 
Slika 2: Povprečne vrednosti razmerja inženirske napetosti in inženirske specifične 
deformacije kvazi-statičnih in dinamičnih preizkusov aluminijeve pene m-pore.  
3.2 Rezultati dinamičnih preizkusov  
Izvedenih je bilo dvanajst dinamičnih preizkusov pri različnih udarnih hitrostih, katerih 
rezultati so prikazani na sliki 2. Ugotovljeno je bilo, da so mehanske lastnosti testirane odprto-
celične aluminijaste pene odvisne od deformacijske hitrosti. Ob koncu začetnega območja 
linearne deformacije je dosežen t.i. vrh začetne nosilnosti, kateremu sledi njen bistveni padec 
vse do pojava relativno konstantne plato napetosti. Karakteristične vrednosti obeh območij se 
povečujejo z večanjem udarne hitrosti, kar je posledica vztrajnostnih učinkov, tabela 1.  
 
Preučevana sta bila tudi mesto nastanka in potek deformacijskih front. Kot je bilo že zapisano 
v poglavju 1, je s prepoznavanjem deformacijskih front mogoče določiti vrsto 
obremenitvenega režima. Na sliki 3b je prikazano zaporedje deformacije preizkušanca pri 
udarni hitrosti 25 m/s. Kot je razvidno, je mesto nastanka deformacijske fronte na nasprotni 
strani udarne površine, ki se pomika proti udarni površini. Opisan potek deformacijske fronte  
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smer obremenitve 
Tabela 1: Rezultati preizkusov aluminijeve pene m-pore.  
 Začetna udarna hitrost 
𝒗𝟎 
[m/s] 
Vrh začetne 
napetosti 𝝈𝒗 
[MPa] 
Plato napetost 
𝝈𝒑𝒍 
[MPa] 
Dinamični preizkusi 25 1,6 0,9 
50 2,4 1,0 
75 3,0 1,5 
95 3,8 1,9 
Kvazi-statični 
preizkusi 
(povprečje) 
0,0001 0,56 0,7 
 
 
a) 
    
b) 
    
c) 
    
Slika 3: Deformacijske fronte (rdeča prekinjena črta) v aluminijevi peni m-pore pri 
a) 0,1 mm/s (kvazi-statičen režim), kjer so za lažjo primerjavo slike zasukane za 90°, 
b) 25 m/s (prehodno dinamičen režim) in c) 50 m/s (visokohitrostni režim). Z rdečimi 
puščicami je prikazana smer potovanja deformacijskih front. 
nakazuje prehodno dinamičen režim, saj se prve deformacije pojavijo na najbolj šibkih mestih 
v vzorcu. V primerih udarnih hitrosti 50 m/s, 75 m/s in 95 m/s se je deformacijska fronta 
pojavila na udarni površini preizkušanca, sliki 3c. Deformacijska fronta je nato napredovala 
vse do nasprotnega konca preizkušanca. Takšen način deformacije je značilen za 
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visokohitrostni režim obremenjevanja, pri katerem je hitrost deformacije previsoka, da bi bila 
udarna obremenitev prenesena na kritična mesta v vzorcu oz. na mesta pred deformacijsko 
fronto. 
3.3 R-PP-L model 
Iz rezultatov kvazi-statičnih tlačnih preizkusov je bila z modelom R-PP-L določena kritična 
hitrost 𝑣𝑘𝑟, katere vrednost je znašala približno 60 m/s. Primerjava poteka inženirske napetosti 
v odvisnosti od inženirske specifične deformacije med kvazi-statičnimi rezultati in rezultati 
R- PP- L modela je prikazana na sliki 4. Za preizkušeni odprto-celični material je bilo 
ugotovljeno, da uporaba R-PP-L modela ne daje dovolj natančne napovedi kritične hitrosti, pri 
kateri nastopi visokohitrostni režim obremenjevanja, saj je le-ta višja od dejanske kritične 
hitrosti. Podobne ugotovitve so zapisali avtorji del [4], [13], kar nakazuje na nezadostno 
natančnost modela. Z dinamičnimi preizkusi je bila namreč potrjena lokalizirana 
deformacijska fronta na udarni površini že pri začetni udarni hitrosti 50 m/s.   
 
Slika 4: Primerjava dejanskega razmerja inženirske napetosti in inženirske specifične 
deformacije kvazi- statičnega preizkusa in R-PP-L modela za preizkušance aluminijeve pene 
m-pore.  
4 Zaključek 
Prispevek obravnava kvazi-statično in dinamično testiranje vzorcev odprto-celične 
aluminijeve pene m-pore za namen določitve mehanskih lastnosti pri različnih hitrostnih 
režimih. Izvedeni so bili kvazi-statični tlačni testi in udarni preizkusi pri začetnih hitrostih 
udarnega telesa (od 25 m/s do 95 m/s). Dinamični testi so bili izvedeni na SHPB 
preizkuševališču, prilagojenem za izvedbo Taylorjevega testa. Udarne hitrosti so bile določene 
na osnovi kritične udarne hitrosti, pri kateri nastopi visokohitrostni režim obremenjevanja, ki 
je bila napovedana s konstitutivnim R-PP-L modelom. Na osnovi rezultatov eksperimentalnih 
preizkusov je bilo ugotovljeno, da se režim visokohitrostnega obremenjevanja pojavi že pri 
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nižji udarni hitrosti, kot je to bilo napovedano z R-PP-L modelom. Zaradi tega je uporaba 
R-PP-L modela za napovedovanje kritične udarne hitrosti m-pore pene odsvetovana. Iz 
dinamičnih preizkusov je bilo ugotovljeno, da se togost materiala povečuje z večanjem 
deformacijske hitrosti.   
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Hashin-Shtrikmanove meje kubicˇnih modulov dvofaznih
periodicˇnih kompozitov z neurejenima materialnima fazama
George Mejak1
Hashin-Shtrikman bounds for cubic moduli of periodic
two-phase composite materials with non well-ordered material
phases
Povzetek. Izracˇunane so Hashin-Shtrikmanove meje za elasticˇne module periodicˇnega dvofaznega
kompozita z makroskopsko kubicˇno simetrijo z materialnimi fazami, ki nista dobro urejeni. Izracˇun
temelji na uporabi Hashin-Shtrikomanovega principa. Uporabnost mej je ilustrirana s primeri.
Abstract. Hashin-Shtrikman bounds are evaluated for cubic moduli of periodic two-phase compo-
site materials with non well-ordered material phase. Derivation is based on the Hashin-Shtrikman
variational principle. Viability of the bounds is illustrated by examples.
1 Uvod
V mehaniki kompozitnih materialov je zelo pomemebna ocena efektivnih elasticˇnih modulov
kompozita. Osnovni oceni, to sta zgornja in spodnja meja na vrednosti elasticˇnih modulov,
znani kot Voigtova in Reussova ocena, sta univerzalni in sta odvisni samo od modulov mate-
rialnih faz kompozita in njihovih volumenskih delezˇov. Zaradi univerzalnosti sta meji ohla-
pni, sˇe posebej v primeru velikih razlik med moduli materialnih faz. Precej boljsˇe so Hashin-
Shtrikmanove(HS) ocene, ki so prav tako odvisne samo od modulov in volumnskih delezˇev
gradnikov kompozita. Hashin in Shtrikman [1] sta meje prvo izracˇunala za makroskopsko sta-
tisticˇno izotropne kompozite z materialno izotropicˇnimi fazami, kmalu za tem [2] pa tudi za
polikristalni material s kubicˇno simetrijo. Kasneje [3] je bil ta rezultat posplosˇen na polikristale
s poljubno elasticˇno simetrijo.
Osnovna predpostavka teh ocen je, da je material makroskopsko izotropicˇen. Z razvojem 3D-
tiskanja pa danes v praksi srecˇujemo materiale, ki imajo dobro definirano strukturo in zato niso
1 Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Ljubljani
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izotropicˇni. V teh primerih HS-ocen ne moremo uporabiti, nenazadnje tudi zato, ker HS-ocene
omejujejo samo kompresijski in strizˇni modul izotropicˇnega kompozita. Zato se je pojavila po-
treba po ocenah efektivnih modulov materialov, ki niso makroskopsko izotropicˇni. Ocene za
dvofazni kompozit s kubicˇno simetrijo so bile izracˇunane v [4]. Te ocene veljajo pri predpo-
stavki, da sta materialni fazi dobro urejeni. V tem prispevku bomo dokazali ocene za dvofazni
kompozit z materialnimi fazami, ki nista dobro urejeni.
V prispevku bomo uporabili tenzorsko pisavo, kjer enkrat podcˇrtana mala cˇrka a predstavlja
tenzor prvega reda, dvakrat podcˇrtana tenzor drugega reda a, dvakrat podcˇrtana velika cˇrka A
pa tenzor cˇetrtega reda.
2 Hashin-Shtrikmanov variacijski princip
Naj bo Y = [−pi,pi]3 ⊂ R3 osnovna celica dvofaznega kompozita s periodicˇno strukturo. Z Y1
in Y2 oznacˇimo njuni fazi, Y 1∪Y 2 = Y . Privzeli bomo, da je Y kubicˇno simetricˇna. To pomeni,
da je QY = Y za vsak Q iz oktahedralne grupe. Elasticˇni tenzor C naj bo odsekoma konstanten
z vrednostjo C
i
na fazi Yi. Pravimo, da sta materialni fazi dobro urejeni, cˇe imajo vse lastne
vrednosti tenzorja C
2
−C
1
enak predznak. To na kratko zapisˇemo z C
2
≶ C
1
. V posebnem
primeru, ko sta C
i
izotropicˇna tenzorja to pomeni, da je (κ2− κ1)(µ2− µ1) > 0, kjer sta κi
in µi elasticˇna modula tenzorja C i. Cˇe so predznaki razlicˇni, in to bomo privzeli v prispevku,
pravimo, da fazi nista dobro urejeni.
Ocene, ki jih bomo izracˇunali temeljijo na Hashin-Shtrikmanovem variacijskem principu [4], ki
pravi, da je
e
b
: C1
0
: e
b
+ max
p∈l2#(Y )
J1(p) = eb : C
eff : e
b
= e
b
: C2
0
: e
b
+ min
p∈l2#(Y )
J2(p) (1)
za poljubno homogeno deformacijo e
b
. Tu smo z C eff oznacˇili efektivni elasticˇni tenzor, z l2#(Y )
prostor vseh simetricˇnih kvadratno sumabilnih tenzorskih funkcij definiranih na Y , Ji pa sta
funkcionala definirana z
J1(p) =
1
|Y |
∫
Y
(
2p : e
b
− p : (C−C1
0
)−1 : p+ p : P 1 p
)
dy (2)
in
J2(p) =
1
|Y |
∫
Y
(
−2p : e
b
− p : (C−C2
0
)−1 : p+ p : P 2 p
)
dy. (3)
Tenzorja C i
0
, i = 1,2 sta trenutno sˇe nedolocˇena simetricˇna tenzorja cˇetrtega reda za katera je
C1
0
< C < C2
0
na Y . Tenzorjema C i
0
pravimo primerjalna tenzorja. Kako ju dolocˇimo, bomo
povedali v nadaljevanju.
V (2) in (3) nastopata sˇe operatorja P i, i= 1,2. Operator P i, je operator, ki poljubnemu tenzorju
p ∈ l2#(Y ) priredi resˇitev e = e(u) = P i p variacijske naloge∫
Y
(
e : C i
0
+ p
)
: e(w)dy = 0 za vsak w ∈ h1#0(Y ). (4)
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Tu je e(w) deformacijski tenzor, ki pripada vektorski funkciji w, h1#0(Y ) pa je Soboljev prostor
prvega reda vektorskih funkcij definiranih na Y s periodicˇnimi robnimi pogoji na robu ∂Y za
katere je povprecˇna vrednost gradienta na Y enaka nicˇ. Operator P i imenujemo Hillov operator.
Indeks i pove, da v (4) nastopa primerjalni tenzor C i
0
. Variacijske naloge (4) za poljubni p ne
znamo resˇiti, resˇiti pa jo znamo, kot bomo v nadaljevanju pokazali, cˇe je C i
0
izotropicˇni tenzor in
je p odsekoma konstanten in konstanten na vsaki materialni fazi posebej. Ta prostor tenzorjev
oznacˇimo s P0. Poljubni p ∈ P0 tako lahko zapisˇemo v obliki p(y) = p
1
χ1(y)+ p
2
χ2(y) =:
p
1
⊕ p
2
, kjer je χi kakrakteristicˇna funkcija mnozˇice Yi, p
i
pa je konstanten tenzor.
Cˇe vzamemo P0 namesto l2#(Y ), se enakosti v (1) razkleneta. Dobimo
e
b
: C1
0
: e
b
+max
p∈P0
J1(p)≤ eb : C eff : eb ≤ eb : C20 : eb+minp∈P0 J2(p). (5)
Po Clapeyronovem izreku je
max
p∈P0
J1(p) =
1
|Y |
∫
Y
p1 : e
b
dy in min
p∈P0
J2(p) =− 1|Y |
∫
Y
p2 : e
b
dy, (6)
kjer sta p1 = p1
1
⊕ p1
2
in p2 = p2
1
⊕ p2
2
resˇitvi sistema enacˇb
e
b
− (C
1
−C1
0
)−1 p1
1
+
〈
P 1 p1
1
〉
1
+
〈
P 1 p1
2
〉
1
= 0,
e
b
− (C
2
−C1
0
)−1 p1
2
+
〈
P 1 p1
1
〉
2
+
〈
P 1 p1
2
〉
2
= 0 (7)
in
−e
b
− (C
1
−C2
0
)−1 p1
1
+
〈
P 2 p2
1
〉
1
+
〈
P 2 p2
2
〉
1
= 0,
−e
b
− (C
2
−C2
0
)−1 p2
2
+
〈
P 2 p2
1
〉
2
+
〈
P 2 p2
2
〉
2
= 0. (8)
Tu smo z 〈•〉i oznacˇili volumensko povprecˇje po Yi. Enacˇbe (7) oziroma (8) so Euler-Lagrangeeve
stacionarne enacˇbe variacije funkcionalov Ji nad Y0. Opazimo, da je minimizacija funkcionala
J2 po substituciji eb→−eb formalno enaka maksimizaciji funkcionala J1.
Uposˇtevajmo sedaj v (6), da je e
b
homogen, p
1
pa odsekoma homogeni tenzor in vstavimo to v
(5). Tako dobimo
e
b
: C1
0
: e
b
+ f1 p1
1
: e
b
+ f2 p1
2
: e
b
≤ e
b
: C eff : e
b
≤ e
b
: C2
0
: e
b
− f1 p2
1
: e
b
− f2 p2
2
: e
b
, (9)
kjer je fi volumenski delezˇ materilne faze Yi v Y .
Za dolocˇitev mej moramo resˇiti enacˇbe (7-8). V ta namen potrebujemo eksplicitni zapis delova-
nja Hillovega operatorja na P0. Kot smo zˇe omenili, znamo poiskati resˇitev variacijske naloge
(4), cˇe je C i
0
izotropicˇni tenzor in je p ∈ P0. Pri predpostavki geometrijske kubicˇne simetrije
osnovne celice Y sledi, da je P i operator s kubicˇno simetrijo. Potem je, tu uporabimo rezultat
iz [4],
P i(p
1
⊕ p
2
) = ∑
m6=0
Ki(m) :
(
c1(m)p
1
+ c2(m)p
2
)
eim·y, (10)
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kjer je ci(m) m-ti Fourierov koeficient karakteristicˇne funkcije mnozˇice Yi, Ki(m) pa je tenzor
cˇetrtega reda. Tenzorji
〈
P i pk
j
〉
l
, i, j,k, l ∈ {1,2}, ki nastopajo v (7-8) imajo kubicˇno sime-
trijo [4], zato lahko v (10) tenzor Ki(m) nadomestimo z njegovo kubicˇno simetrizacijo, ki jo
oznacˇimo s Kˆ.
Vsak kubicˇni tenzor cˇetrtega reda je enolicˇno dolocˇen s svojo spektralno razcˇlenitvijo. Naj
bosta A in B kubicˇna tenzorja cˇetrtega reda in a = (a1,a2,a3) ter b = (b1,b2,b3) pripadajocˇi
trojici lastnih vrednosti. Po identifikaciji A≡ a tenzorja A z njegovo trojico a lastnih vrednosti
velja
A : B≡ a◦b := (a1b1,a2b2,a3b3).
Potem je, kot je pokazano v [4],
Kˆi(m)≡ ki = (ki1,ki2,ki3),
kjer je
ki1 =−
1−2νi0
6µi0(1−νi0)
, ki2 =−
1−2νi0
6µi0(1−νi0)
− b(m)
2µi0(1−νi0)
, ki3 =−
1
3µi0
+
b(m)
3µi0(1−νi0)
.
in
b(m) =
m21m
2
2+m
2
1m
2
3+m
2
2m
2
3
|m |4 .
Tu je µi0 strizˇni modul, ν
i
0 pa Poissonov koeficient tenzorja C
i
0
.
Sedaj definiramo
Pi ≡ f1 f2ai+β(Yi)bi, (11)
kjer je
ai =− 1
6µi0
(
1−2νi0
1−νi0
,
1−2νi0
1−νi0
,2
)
in bi =
1
6µi0(1−νi0)
(0,−3,2) (12)
in
β(Yi) = ∑
m6=0
m21m
2
2+m
2
1m
2
3+m
2
2m
2
3
|m |4 |ci(m) |
2 . (13)
Ker je c2(m) =−c1(m), je β(Y1) = β(Y2) =: β( f1). Funkcija β( f ) je preko Fourierovih koefici-
entov odvisna od strukture, zato ji pravimo strukturna funkcija.
Direktni racˇun, tu uporabimo Parsevalovo enakost ∑m6=0 |ci(m) |2 = f1 f2, pokazˇe da velja〈
P i p
1
〉
1
=
1
f1
Pi : p
1
,
〈
P i p
2
〉
1
=− 1
f1
Pi : p
2
,〈
P i p
1
〉
2
=− 1
f2
Pi : p
1
,
〈
P i p
2
〉
2
=
1
f2
Pi : p
2
. (14)
Z (14) so vsi koeficienti sistema enacˇb (7) oziroma (8) za neznanke pi
1
in pi
2
dolocˇeni. Resˇitev
za poljubni e
b
je precej nepregleden izraz, zato splosˇne resˇitve (7) in (8) ne bomo zapisali.
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3 Dolocˇitev mej
Neenakosti (9) veljata za poljubna primerjalna tenzorja Ci
0
za katera je C−C1
0
> 0 oziroma
C2
0
−C > 0. Nasˇa nakoga je sedaj, da dolocˇimo tenzorja Ci
0
tako, da sta meji v (9) cˇim tesnejsˇi.
Ker fazi nista dobro urejeni, moramo locˇiti primera κ2 > κ1, µ1 > µ2 in κ1 > κ2, µ2 > µ1.
3.1 Kompresijski modul
Oceno za efektivni kompresijski modul dobimo za e
b
= i.
3.1.1 κ2 > κ1 in µ1 > µ2
Poisˇcˇimo prvo zgornjo mejo. Isˇcˇemo primerjalni tezor C2
0
z moduloma κ0 in µ0 tako, da je
C2
0
>C oziroma κ0 > κ2 in µ0 > µ1. Direktni racˇun pokazˇe, da je
κ˜= κ0− ( f1 p2
1
+ f2 p2
2
) : i =
4( f −1)κ2µ0−κ1 (4 f µ0+3κ2)
3( f −1)κ1−3 fκ2−4µ0 , (15)
kjer je p2
1
⊕ p2
2
resˇitev (8) za e
b
= i. Ker je to zgornja meja v (9), isˇcˇemo taka κ0 > κ2 in µ0 > µ1,
ki minimizirata (15). Vidimo, da je κ˜ neodvisen od κ0. Po drugi strani je
∂κ˜/∂µ 0 =
12(1− f1) f1 (κ1−κ2) 2
(−3( f1−1)κ1+3 f1κ2+4µ0) 2 > 0.
Potemtakem κ˜ dosezˇe ekstremalno vrednost na robu dopustnega obmocˇja. Ker isˇcˇemo mini-
mum, je to µ0 = µ1. Minimalna vrednost je
κU = κ2− f1 (κ1−κ2)(3κ2+4µ1)3( f1−1)κ1−3 f1κ2−4µ1 (16)
in to je zgornja ocena za kompresijski modul pri pogoju κ2 > κ1 in µ1 > µ2.
Poglejmo sˇe spodnjo mejo. Zaradi zˇe omenjene formalne enakosti minimizacije J2 in maksimi-
zacije J1 sedaj maksimiziramo (15) pri pogojih na κ0 < κ1 in µ0 < µ2. Gradient κ˜ je na obmocˇju
povsod razlicˇen od nicˇ. Maksimum je dosezˇen na robu κ0 = κ1 in µ0 = µ2. Spodnja meja je
tako enaka
κL = κ1− ( f1−1)(κ1−κ2)(3κ1+4µ2)3( f1−1)κ1−3 f1κ2−4µ2 . (17)
V (17) je na desni razlika dveh cˇlenov in ne vsota, kot veli (9), ker je maxJ1 =−min(−J1).
3.1.2 κ2 < κ1 in µ1 < µ2
Tudi sedaj minimiziramo oziroma maksimiziramo (15) pri pogojih κ0 > κ1 in µ0 > µ2 oziroma
κ0 < κ2 in µ0 < µ1. Na podoben nacˇin kot prej dobimo zgornjo mejo
κU = κ2− f1 (κ1−κ2)(3κ2+4µ2)3( f1−1)κ1−3 f1κ2−4µ2 (18)
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in spodnjo mejo
κL = κ1− ( f1−1)(κ1−κ2)(3κ1+4µ1)3( f1−1)κ1−3 f1κ2−4µ1 . (19)
Opazimo, da se pri spremembi pogojev zamenjata µ1 in µ2. V mejah ne nastopa funkcija β,
zato so meje univerzalne, veljajo za poljubno mikrostrukturo kompozita. Velja omeniti, da se
za kompozit z urejenima fazama κ2 > κ1, µ2 > µ1 pripadajocˇa spodnja meja enaka (19), zgornja
pa (18). Vidimo, da za oceno kompresijskega modula pomembno samo razmerje kompresijskih
modulov. Meji (18) in (19) sta klasicˇni HS meji.
3.2 Strizˇna modula
Elasticˇni tenzor s kubicˇno simetrijo ima dva strizˇna modula µ1 =(Ceff1111−Ceff1122)/2 in µ2 =Ceff1212.
Pripadajocˇa lastna vektorja sta e1 = e1⊗ e1− e2⊗ e2 in e2 = e1⊗ e2 + e2⊗ e1. Ocene za
strizˇni modul dobimo iz (9), cˇe vzamemo e
b
= e1 in e
b
= e2. Tudi sedaj moramo locˇiti primera
κ2 > κ1, µ1 > µ2 in κ2 < κ1 in µ1 < µ2. Izkazˇe pa se, da je drugi prvi primer po substituciji
f1↔ f2, κ1↔ κ2 in µ1↔ µ2 enak prvemu primeru, zato bomo obravnavo omejili samo na prvi
primer. Sedaj je izraz za zgornjo mejo
µ˜k =
1
4
(
ek : C2
0
: ek− ( f1 p2
1
+ f2 p2
2
) : ek
)
, (20)
kjer je p2
1
⊕ p2
2
resˇitev (8) za e
b
= ek bistveno bolj kompliciran kot (15), zato ga zaradi pomanj-
kanja prostora ne bomo zapisali. Podobno kot pri kompresijskem modulu se izkazˇe, da µ˜k kot
funkcija κ0 in µ0 nima lokalne stacionarne tocˇke in potemtakem dosezˇe ekstremalno vrednost
na robu obmocˇja. Podoben sklep velja tudi za spodnjo mejo. Na ta nacˇin dobimo oceno
µkL ≤ µk ≤ µkU, (21)
kjer je
µ1L = µ2− f
2
1 (µ1−µ2)µ2(3κ1+4µ2)
−3κ1(2βµ1+µ2( f1−2β))−2µ2(µ1(β− f 21+ f1)+µ2(−β+ f 21+ f1))
,
µ1U = µ1− ( f1−1)
2µ1(µ1−µ2)(3κ2+4µ1)
κ2(6βµ2−3µ1(2β+ f1−1))+2µ1(µ1(−β+( f1−3) f1+2)+µ2(β− f 21+ f1))
,
µ2L = µ2− 3 f
2
1 (µ1−µ2)µ2(3κ1+4µ2)
3κ1(2µ1(2β+( f1−1) f1)−µ2(4β+2 f 21+ f1))+4µ2(µ1(β+2( f1−1) f1)−µ2(β+2 f 21+ f1))
,
µ2U = µ1− 3( f1−1)
2µ1(µ1−µ2)(3κ2+4µ1)
3κ2(µ1(4β+ f1(2 f1−5)+3)−2µ2(2β+( f1−1) f1))+4µ1(µ1(β+ f1(2 f1−5)+3)−µ2(β+2( f1−1) f1)) . (22)
Sedaj so meje odvisne od strkturnega parametra β( f1) in zato niso univerzalne.
Znano je [4] da imata v primeru dobro urejenih faz za β = 15 f1 f2 oba kubicˇna strizˇna modula
enaki meji. Direktni racˇun pokazˇe, da to velja tudi za neurejeni fazi. Za β= 15 f1 f2 je tako
µ1L = µ
2
L = µ2+
5 f (µ1−µ2)µ2 (3κ1+4µ2)
κ1 (3(2 f +3)µ2−6( f −1)µ1)+4µ2 ((3 f +2)µ2−3( f −1)µ1) ,
µ1U = µ
2
U = µ1−
5( f −1)µ1 (µ1−µ2)(3κ2+4µ1)
3κ2 ((2 f −5)µ1−2 f µ2)+4µ1 ((3 f −5)µ1−3 f µ2) , (23)
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kar se natanko ujema z Wallpolovimi izotropicˇnimi mejami [7] za kompozite z neurejenimi
fazami. To ujemanje na svoj nacˇin potrjuje pravilnost nasˇega izracˇuna. Pri tem velja poudariti,
da izotropicˇne meje niso meje za µ1.
Dolocˇitev funkcije β( f1) v vecˇini primerov ni enostavna, glej [5], zato je na mestu naloga
poiskati univerzalne meje za strizˇne module. Iz definicije (13) funkcije β( f ) sledi, da velja
ocena 0≤ β≤ 13 f (1− f ). Iz te ocene potem iz (22) dobimo
µˆkL ≤ µkL ≤ µk ≤ µkU ≤ µˆkU, (24)
kjer je
µˆ1L = µ2−
3 f1 (µ1−µ2)µ2
2( f1−1)µ1− (2 f1+1)µ2 ,
µˆ1U = µ2−
f1 (µ1−µ2)(3κ2+2(µ1+µ2))
2( f1−2)µ1−2 f1µ2−3κ2 ,
µˆ2L = µˆ
1
L,
µˆ2U = µ2−
f1 (µ1−µ2)(3κ2 (7µ1+2µ2)+4µ1 (4µ1+5µ2))
3κ2 ((2 f1−9)µ1−2 f1µ2)+4µ1 ((5 f1−9)µ1−5 f1µ2) . (25)
Vidimo, da sta spodnji meji na oba strizˇna modula enaki.
4 Primeri in zakljucˇek
Kako dobre so ocene mej bomo preverili z graficˇno primerjavo izracˇunanih mej z efektivnimi
strizˇnimi moduli na sliki 1. Primerjava bo za kockasto in oktetno mikrostrukturo. Fourierove
koeficiente za njuni strukturi poznamo iz [5] in [6]. Efektivni moduli so izracˇunani numericˇno z
metodo koncˇnih elementov. Natancˇnost izracˇuna je tako velika, da lahko te vrednosti smatramo
za prave vrednosti efektivnih modulov. Ker so ocene za kompresijski modul zˇe dobro znane, je
podana primerjava samo za strizˇna modula.
Vidimo, da so izracˇunane meje prave meje, saj omejujejo dejanske vrednosti. Velja omeniti,
da meje za kompozit z dobro urejenima fazama niso prave meje za kompozit z neurejenima
fazama. Za kockasto strukturo spodnja meja µ2L dobro aproksimira efektivni modul µ
2, zgornja
µ1U pa µ
1. Za oktetno strukturo zgornji oceni dobro aproksimirata efektivna modula. V primeru
kockaste strukture je razpon mej na µ1 manjsˇi kot za µ2, za oktetno strukturo pa je ravno obratno.
Opazimo tudi zanimivost, da za kockasto strukturo univerzalna ocena µˆ2U bolje aproksimira µ
2
kot strukturno odvisna meja µ2U.
Izracˇunali smo strukturno odvisne in univerzalne meje. Predstavljena primera in ostali primeri,
ki jih zaradi pomanjkanja prostora nismo pokazali, potrjujejo veljavnost mej. Ker meje dobro
aproksimirajo efektivne module, lahko zakljucˇimo, da so izracˇunane meje zelo blizu optimalnim
mejam. Z uporabo Laplaceve transformacije je mozˇno izpeljane ocene prevesti na viskoelasticˇni
kompozit.
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Več-parametrična disperzijska analiza tri-slojnih elastičnih 
plošč s kontrastnimi lastnostmi slojev 
Anatolij Nikonov1,2, Ljudmila Prikazchikova2, Rudolf Pušenjak1 
Multi-parametric dispersion analysis of three-layered elastic 
plates with contrast properties of layers 
Povzetek. Obravnavan je problem širjenja valovanja v elastičnih večslojnih ploščah z 
visoko-kontrastnimi lastnostmi slojev. V članku je predstavljena analiza disperzije prvih 
dveh načinov valovanja tri-slojne plošče z uporabo točne Rayleigh-Lambove enačbe in 
njenega asimptotičnega razvoja. Ugotovljeno je, da kontrastnost slojev in sprememba 
debeline jedra pri konstantni debelini plošče močno vplivata na vrednosti mejnih frekvenc 
kot tudi na potek disperzijskih krivulj. 
Abstract. The problem of wave propagation in elastic multi-layered plates with high-
contrast layer properties is considered. Wave dispersion analysis for the first two modes of 
the three-layered plate is presented in the paper using the exact Rayleigh-Lamb equation 
and its asymptotic polynomial expansions. It was found that the contrast of the layers and 
the change of the core thickness at a constant plate thickness strongly influence the values 
of the cut-off frequencies as well as the behaviour of the dispersion curves. 
1 Uvod 
Večplastni konstrukcijski elementi, med njimi še posebej tri-slojne plošče in lupine, znane tudi 
kot sendvič strukture, se v proizvodnji izdelujejo že zelo dolgo dobo. Zaradi njihove majhne 
teže, združene z relativno veliko zvojno togostjo se sendvič strukture v čedalje večji meri 
uporabljajo v sodobni letalski in avtomobilski industriji ter gradbeništvu, glej npr. [12]. 
Uporaba večslojnih plošč kot nosilnih konstrukcijskih elementov je v tehniki zaradi visokega 
razmerja med trdnostjo in težo elementov zelo razširjena. Plošče so med uporabo pogosto 
podvržene velikim dinamičnim obremenitvam, ki lahko drastično zmanjšajo njihovo nosilnost. 
Večplastne konstrukcije imajo pred konvencionalnimi enoplastnimi strukturami izrazite 
prednosti zaradi zagotavljanja velikega razmerja med trdnostjo in togostjo v primerjavi s težo 
                                                     
1 Fakulteta za industrijski inženiring Novo mesto, Šegova ulica 112, Novo mesto, Slovenija 
2 School of Computing and Mathematics, Keele University, Keele, Staffordshire, ST5 5BG, UK 
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ter visoke upogibne togosti, kar vodi k vse večji razširjenosti aplikacij na področju strojništva, 
gradbeništva, transporta, vozil, pomorstva, letalstva in vesoljske tehnike. 
To narekuje modeliranje kompozitnih konstrukcijskih elementov, ki vsebujejo komponente z 
majhno težo s posebnim poudarkom na uvajanju materialov, ki izkazujejo izrazito kontrastne 
mehanske lastnosti. Potemtakem se izkazuje potreba po razvoju zahtevnih in prodornih teorij, 
pa tudi robustnih numeričnih metodologij, ki omogočajo natančne izračune in kvalitativno 
interpretiranje vibracijskih spektrov ter z njimi povezanih polj napetosti in pomikov. 
Raziskave mehanike plastovitih medijev vključno s sendvič strukturami, vendar brez 
posebnega ozira na probleme visoko-kontrastnih konstrukcijskih elementov so že bile izčrpno 
izvedene, glej na primer monografiji [8,10] ter pregledne članke [1,5].  
Istočasno je bilo objavljenih le nekaj del, ki so bila usmerjena v proučevanje izrazito 
nehomogenih večplastnih struktur. Med temi velja izpostaviti razvoj asimptotičnih metod na 
omenjenem področju, predstavljenih npr. v [4,9]. 
Poseben pomen v disperzijski analizi konstrukcijskih elementov ima preučevanje mejnih 
frekvenc, kar se odraža v raziskavah večjega števila avtorjev. Raziskava [7] na primer zajema 
spremembe načinov širjenja in zmanjšanja mejnih frekvenc zaradi mehkejših slojev, lepil ali 
notranjih poškodb v laminatih. Najnižje naravne frekvence močno nehomogenih elastičnih 
palic so obravnavane v članku [2]. 
V tem članku je predstavljena analiza disperzije prvih dveh načinov valovanja tri-slojne plošče 
z izrazito kontrastnimi snovnimi in geometrijskimi lastnostmi slojev. Za osnovni način 
valovanja in prvi harmonik, ki ustreza najnižjemu strižnemu načinu valovanja sta izpeljani 
točna Rayleigh-Lambova (transcendentalna) enačba disperzije valovanja in s pomočjo njenega 
asimptotičnega razvoja računsko nezahtevna polinomska enačba. Z asimptotičnim pristopom 
je omogočen enostaven izračun mejnih frekvenc najnižjega strižnega načina valovanja. Namen 
raziskave je ugotoviti vpliv kontrastnih snovnih in geometrijskih lastnosti zunanjih slojev na 
potek disperzijskih krivulj valovanja tri-slojne plošče, mejnih frekvenc in na določitev 
območja veljavnosti asimptotične metode v odvisnosti od valovnega števila. 
2 Matematični model disperzijskega valovanja plošč 
Oglejmo si 2D analizo harmoničnih valovanj v srednji ravnini tri-slojne elastične plošče z 
jedrom in zunanjima plastema, katere konstrukcija je kot kaže slika 1 simetrična glede na 
koordinatno os 𝑥1. Polovično debelino jedra označimo s hc, debelino zunanjih plasti pa s hs. 
Enačbe gibanja za jedro in zunanji plasti zapišemo v obliki  
𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑞 = 𝜌𝑞?̈?𝑖
𝑞 ,      𝑖 = 1,2,     𝑞 = 𝑐, 𝑠 (1) 
kjer indeks q zavzame vrednost q=c za jedro in q=s pri zunanjih plasteh; velja dogovor o 
sumaciji po ponovljenih indeksih. Pri tem 𝜎𝑖𝑗
𝑞
 označuje komponente tenzorja napetosti, 𝑢𝑖 so 
komponente vektorja pomikov, 𝜌𝑞 pa pomeni ustrezne gostote, oziroma mase na enoto 
prostornine. 
Konstitutivne relacije za linearni elastični izotropni material povezujejo napetosti z 
deformacijami  
𝜎𝑖𝑗
𝑞 = 𝜆𝑞𝜀𝑘𝑘
𝑞 𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝑞𝜀𝑖𝑗
𝑞
 (2) 
skupaj z zvezami med deformacijami in pomiki 
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𝜀𝑖𝑗
𝑞 =
1
2
(𝑢𝑖,𝑗
𝑞 + 𝑢𝑗,𝑖
𝑞 ),     𝑞 = 𝑐, 𝑠, (3) 
kjer so 𝜀𝑖𝑗
𝑞
 komponente tenzorja deformacij, 𝜆𝑞 in 𝜇𝑞 pa Lamejevi parametri.  
 
Slika 1: Prerez tri-slojne elastične plošče v 2D koordinatnem sistemu. 
Robni pogoji za ploščo, ki ni podvržena vlečnim silam  
𝜎12
𝑠 = 𝜎22
𝑠 = 0, (4) 
so predpisani vzdolž stranic 𝑥2 = ±(ℎ𝑐 + ℎ𝑠) skupaj s prestopnimi pogoji zveznosti  
𝜎12
𝑐 = 𝜎12
𝑠 ,     𝜎22
𝑐 = 𝜎22
𝑠 ,     𝑢1
𝑐 = 𝑢1
𝑠,     𝑢2
𝑐 = 𝑢2
𝑠 (5) 
na mejah 𝑥2 = ±ℎ𝑐 med jedrom in zunanjima slojema. 
Relacijo disperzije antisimetričnih načinov valovanja plošče, ki jim vladajo zgornje enačbe, 
lahko povzamemo po [3,6]  
4
ℎ𝑠
2
ℎ𝑐
𝛼𝑠𝛽𝑠𝐹4𝑘
2 [𝐹1𝐹2𝐶𝛽𝑐𝑆𝛼𝑐 − 2𝛼𝑐𝛽𝑐
𝜇𝑐−𝜇𝑠
𝜇𝑠
𝐹3𝐶𝛼𝑐𝑆𝛽𝑐] +
ℎ𝑠
ℎ𝑐
𝛼𝑠𝛽𝑠𝐶𝛼𝑠𝐶𝛽𝑠 [4𝛼𝑐𝛽𝑐ℎ𝑐
2𝑘2 (
ℎ𝑠
4
ℎ𝑐
4 𝐹3
2 +
(
𝜇𝑐−𝜇𝑠
𝜇𝑠
)
2
𝐹4
2) 𝐶𝛼𝑐𝑆𝛽𝑐 − (4ℎ𝑠
4𝐹2
2𝑘4 + 𝐹1
2𝐹4
2)𝑆𝛼𝑐𝐶𝛽𝑐] +
𝜇𝑐
𝜇𝑠
𝛽𝑠𝐶𝛽𝑠𝑆𝛼𝑠[4𝛼𝑠
2𝛽𝑐ℎ𝑠
2𝑆𝛼𝑐𝑆𝛽𝑐𝑘
2 −
𝐹4
2𝛼𝑐𝐶𝛼𝑐𝐶𝛽𝑐]𝐺 +
𝜇𝑐
𝜇𝑠
𝛼𝑠𝐶𝛼𝑠𝑆𝛽𝑠[4𝛼𝑐𝛽𝑠
2ℎ𝑠
2𝐶𝛼𝑐𝐶𝛽𝑐𝑘
2 − 𝐹4
2𝛽𝑐𝑆𝛼𝑐𝑆𝛽𝑐]𝐺 +
𝛼𝑐𝛽𝑐 [16𝛼𝑠
2𝛽𝑠
2 (
𝜇𝑐−𝜇𝑠
𝜇𝑠
)
2
ℎ𝑐
2𝑘4 +
1
ℎ𝑐
2 𝐹3
2𝐹4
2] 𝐶𝛼𝑐𝑆𝛽𝑐 = 0,  (6) 
kjer so 
𝐹1 =
ℎ𝑐
2
𝜇𝑠
[2(𝜇𝑐 − 𝜇𝑠)𝑘
2 − 𝜌𝑐4𝜋
2𝑓2],    𝐹1 =
ℎ𝑐
2
𝜇𝑠
[2(𝜇𝑐 − 𝜇𝑠)𝑘
2 + (𝜌𝑠 − 𝜌𝑐)4𝜋
2𝑓2],        
𝐹3 =
ℎ𝑐
2
𝜇𝑠
[2(𝜇𝑐 − 𝜇𝑠)𝑘
2 − 𝜌𝑠4𝜋
2𝑓2],   𝐹4 =
ℎ𝑠
2
𝜇𝑠
[2𝜇𝑠𝑘
2 − 𝜌𝑠4𝜋
2𝑓2],   𝐺 = (𝛽𝑠
2 − ℎ𝑠
2𝑘2)(𝛽𝑐
2 −
ℎ𝑐
2𝑘2), 
𝛼𝑞
2 = ℎ𝑞
2 (𝑘2 −
𝜌𝑞
𝜆𝑞+2𝜇𝑞
4𝜋2 𝑓2),            𝛽𝑞
2 = ℎ𝑞
2 (𝑘2 −
𝜌𝑞
𝜇𝑞
4𝜋2𝑓2), (7) 
kjer 𝑓 in 𝑘 označujeta frekvenco in valovno število. V zgornji enačbah je uporabljena okrajšana 
pisava za funkcije 𝐶𝛼𝑞 = cosh(𝛼𝑞), 𝐶𝛽𝑞 = cosh(𝛽𝑞), 𝑆𝛼𝑞 = sinh(𝛼𝑞), 𝑆𝛽𝑞 = sinh(𝛽𝑞) in 
razmernik 𝜅𝑞 = 𝑐2𝑞 𝑐1𝑞⁄ , kjer 𝑐1𝑞 in 𝑐2𝑞 pomenita vzdožno in strižno hitrost valovanja v 
zunanjih slojih oziroma v jedru 
𝑐1𝑞
2 =
𝜆𝑞+2𝜇𝑞
𝜌𝑞
,           𝑐2𝑞
2 =
𝜇𝑞
𝜌𝑞
. (8) 
2hc 
x1 
hs 
x2 
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V članku [3] je bil izpeljan asimptotični dolgo-valovni nizkofrekvenčni razvoj 
transcendentalne Rayleigh-Lambove enačbe (6) s predpostavko, da je najnižja strižna 
resonančna frekvenca majhna. Za primer togih zunanjih slojev in tanke lahke središčne plasti 
tri-slojne plošče so avtorji izpeljali asimptotično (polinomsko) obliko disperzijske enačbe 
−
𝜌𝑠
𝜇𝑠
𝑓2 +
1
3𝜋2
ℎ𝑠
2𝛾𝑘4 − 4𝛾
ℎ𝑠ℎ𝑐𝜌𝑠
𝜇𝑐
𝑘2𝑓2 +
1
3𝜋2
𝜇𝑠
𝜇𝑐
ℎ𝑠
3ℎ𝑐𝛾
2𝑘6 + 4𝜋2
ℎ𝑠ℎ𝑐𝜌𝑠
2
𝜇𝑠𝜇𝑐
𝑓4 = 0, (9) 
kjer je 𝛾 =
𝜆𝑠+𝜇𝑠
𝜆𝑠+2𝜇𝑠
. Enačba (9) velja pri naslednjih pogojih 
𝜇𝑐 ≪ 𝜇𝑠,     ℎ𝑠~√
𝜇𝑠
𝜇𝑐
ℎ𝑐 ,     𝜌𝑐~√
𝜇𝑐
𝜇𝑠
𝜌𝑠. (10) 
3 Izbira materialov za analizo disperzije valovanja 
Za izvedbo analize disperzije valovanja smo z uporabo podatkovne baze The Engineering 
ToolBox [11] izbrali materiale tako, da zagotavljajo visoko kontrastnost mehanskih lastnosti 
slojev in obenem izpolnjujejo pogoje (10). Mehanske lastnosti komponent tri-slojne plošče so 
zbrane v tabeli 1. 
Tabela 1: Mehanske lastnosti komponent tri-slojne plošče. 
Mehanske lastnosti Epoksi Aluminij Baker Jeklo 
Modul elastičnosti 𝐸, MPa 3.000 69.000 117.000 200.000 
Strižni modul 𝐺, MPa 1.153,85 26.136,36 43.173,43 76.923,08 
Poissonov količnik 𝜈, / 0,3 0,32 0,355 0,3 
Gostota 𝜌, kg/m3 1.100 2.700 8.790 7.700 
Vzdolžna hitrost valovanja 𝑐1, m/s 1.916,08 6.047,26 4.674,23 5.913,12 
Strižna hitrost valovanja 𝑐2, m/s 1.024,18 3.111,29 2.216,22 3.160,70 
 
V okviru nadaljnje analize material epoksi uporabimo za jedro, preostale tri materiale pa za 
zunanje plasti. 
4 Analiza vpliva kontrastnosti mehanskih lastnosti materialov 
Vpliv kontrastnosti mehanskih lastnosti materialov tri-slojne plošče smo proučili pri 
naslednjih 3 kombinacijah slojev: (i) aluminij–epoksi–aluminij; (ii) baker–epoksi–baker; (iii) 
jeklo–epoksi–jeklo. V vseh treh primerih je bilo jedro plošče iz istega mehkega polimernega 
materiala – epoksidne smole, zunanji plasti pa iz treh različnih kovinskih materialov z bistveno 
večjo togostjo od epoksija. Dimenzije tri-slojne plošče smo izbrali enake v vseh treh 
kombinacijah materialov, pri čemer je polovična debelina jedra znašala ℎ𝑐 = 2 mm, debelina 
zunanjih plasti ℎ𝑠 = 12 mm, skupna debelina plošče pa 𝐻 = 2(ℎ𝑐 + ℎ𝑠) = 28 mm. 
Analiza disperzije valovanja za tri izbire materialov zunanjih plasti je prikazana na slikah 2, 3 
in 4. Vse slike na levi strani kažejo disperzijske krivulje v obliki potekov frekvence valovanja 
f v odvisnosti od valovnega števila k, pri čemer polno izvlečene krivulje ustrezajo rešitvam 
referenčne Rayleigh-Lambove enačbe (6), črtkane krivulje pa asimptotičnim rešitvam 
polinomske enačbe (9). Na vseh slikah sta v skladu z enačbo (9) obravnavana samo prva dva 
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antisimetrična načina valovanja v plošči, to je osnovni način valovanja in prvi harmonik, ki 
ustreza najnižjemu strižnemu načinu valovanja. Pri osnovnem načinu valovanja opazimo, da 
ničelnemu valovnemu številu ustreza ničelna frekvenca valovanja, kar pomeni, da se v tem 
primeru valovanje ne razširja. Pri najnižjem strižnem načinu valovanja oziroma prvem 
harmoniku pa ničelnemu valovnemu številu ustreza določena od nič različna mejna frekvenca, 
ki ustreza razširjanju valovanja z neskončno veliko valovno dolžino.  
    
Slika 2: Analiza disperzije valovanja tri-slojne plošče, kjer sta zunanja sloja iz aluminija.  
    
Slika 3: Analiza disperzije valovanja tri-slojne plošče, kjer sta zunanja sloja iz bakra.  
     
Slika 4: Analiza disperzije valovanja tri-slojne plošče, kjer sta zunanja sloja iz jekla.  
Asimptotični poteki disperzijskih krivulj na vseh levih slikah se pri vrednostih valovnih 
številih do 60 1/m relativno dobro ujemajo s točnimi poteki, pri večjih valovnih številih pa 
opazimo vse večja odstopanja. Pravo sliko teh odstopanj dobimo šele, če izračunamo napako 
asimptotične rešitve ∆f kot razliko med točno vrednostjo frekvence valovanja f, dobljene z 
rešitvijo enačbe (6) in asimptotično vrednostjo frekvence, dobljene z rešitvijo enačbe (9). 
Odstopanja ∆f v odvisnosti od valovnega števila k za izbrane kombinacije materialov tri-slojne 
plošče so prikazana na desnih slikah 2, 3 in 4. Odstopanje ali napako ∆f pri osnovnem načinu 
valovanja prikazuje tanjša, odstopanje pri prvem harmoniku pa debelejša polno izvlečena 
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krivulja. Iz analize napak lahko ugotovimo, da so absolutne vrednosti napak pri vseh treh 
kombinacijah materialov vse do valovnega števila 𝑘 = 60 1/m relativno majhne, nato pa z 
večanjem valovnega števila k vse bolj naraščajo. 
Mejne (cut-off) frekvence najnižjega strižnega načina valovanja za vse tri kombinacije slojev 
so navedene v tabeli 2. Tabela 2 kaže, da je mejna frekvenca pri kombinaciji z aluminijastimi 
zunanjimi sloji skoraj dvakrat višja kot pri ostalih dveh kombinacijah. 
Tabela 2: Vrednosti mejnih frekvenc za 3 kombinacije slojev. 
Kombinacije slojev Točna 
vrednost, Hz 
Asimptotična 
vrednost, Hz 
Napaka 
aproksimacije 
aluminij-epoksi-aluminij 20152,3 21237,7 5,4 % 
baker-epoksi-baker 11429,2 11770,5 3,0 % 
jeklo-epoksi-jeklo 12344,3 12576,0 1,9 % 
 
Ker je bilo jedro pri vseh treh obravnavanih kombinacijah slojev iz enakega materiala, 
epoksidne smole, to pomeni, da modul elastičnosti oziroma strižni modul jedra nista povzročila 
višje vrednosti mejne frekvence pri tri-slojni plošči aluminij-epoksi-aluminij. Podobno lahko 
sklepamo tudi glede polovične debeline jedra ℎ𝑐 oziroma debeline zunanjih slojev ℎ𝑠, ker jih 
prav tako nismo spreminjali v nobeni kombinaciji. Na višjo vrednost mejne frekvence fm 
potemtakem vpliva gostota aluminija, ki je v primerjavi z gostoto bakra oziroma jekla 
najmanjša. Mejni frekvenci fm tri-slojnih plošč baker-epoksi-baker in jeklo-epoksi-jeklo se 
med seboj bistveno manj razlikujeta v primerjavi z mejno frekvenco tri-slojne plošče aluminij-
epoksi-aluminij, kar lahko pripišemo prej omenjenemu spoznanju, da na višino mejne 
frekvence poglavitno vpliva gostota materiala zunanjih slojev. Gostoti bakra oziroma jekla se 
v primerjavi z gostoto aluminija med seboj ne razlikujeta posebno izrazito, zato tudi v mejnih 
frekvencah omenjenih tri-slojnih plošč ni posebno velikih razlik. 
V zadnjem, četrtem stolpcu tabele 2 je navedena procentualna napaka asimptotične vrednosti 
mejne frekvence v primerjavi s točno vrednostjo. Iz tabele je razvidno, da se procentualna 
napaka zmanjšuje z višanjem modula elastičnosti zunanjih slojev, to se pravi s povečevanjem 
njihove togosti.  
5 Analiza vpliva debeline jedra na disperzijo valovanja plošč 
Analizo vpliva debeline jedra smo izvedli na primeru tri-slojne plošče, kjer je kontrastnost 
materialnih lastnosti slojev največja, se pravi, da je bilo jedro iz epoksija, zunanji plasti pa iz 
jekla. V analizi smo izbrali 5 različnih kombinacij debelin slojev. Skupno debelino tri-slojne 
plošče H smo tako kot v poglavju 4 ohranjali enako pri vseh kombinacijah debelin slojev, in 
sicer H=28 mm. Debelino jedra smo postopoma povečevali, debeline zunanjih plasti pa 
ustrezno zmanjšali tako, da je ostala debelina plošče konstantna. Kombinacije debelin slojev 
so naslednje: (1) ℎ𝑐 = 1mm, ℎ𝑠 = 13mm; (2) ℎ𝑐 = 3mm, ℎ𝑠 = 11mm; (3) ℎ𝑐 = 5mm, ℎ𝑠 =
9mm; (4) ℎ𝑐 = 7mm, ℎ𝑠 = 7mm; (5) ℎ𝑐 = 9mm, ℎ𝑠 = 5mm. 
Disperzijske krivulje za osnovni način valovanja na osnovi točnih rešitev (na levi strani) ter 
ustrezne napake asimptotičnih rešitev (na desni strani) za vseh 5 kombinacij debelin slojev so 
predstavljene na sliki 5. Disperzijska krivulja, prikazana z najtanjšo črto, ustreza najmanjši 
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debelini ℎ𝑐 in obratno, najdebelejša črta ustreza največji debelini ℎ𝑐. Ustrezna analiza 
disperzijskih krivulj za najnižji strižni način valovanja je prikazana na sliki 6. 
     
Slika 5: Analiza vpliva debeline jedra na disperzijo osnovnega načina valovanja 
      
Slika 6: Analiza vpliva debeline jedra na disperzijo najnižjega strižnega načina valovanja.  
Iz diagramov za osnovni način valovanja na sliki 5 je razvidno, da se z naraščanjem debeline 
ℎ𝑐 in ustreznim zmanjšanjem debeline ℎ𝑠 napaka asimptotičnih rešitev zmanjšuje. Pri 
najnižjem strižnem načinu valovanja na sliki 6 napaka asimptotičnih rešitev do velikosti 
razmerja ℎ𝑐: ℎ𝑠 = 5: 9 pada, pri nadaljnjem naraščanju debeline ℎ𝑐 in ustreznemu 
zmanjševanju debeline ℎ𝑠 pa močno narašča. Iz diagrama disperzijskih krivulj na sliki 6 je 
obenem razvidno, da z večanjem debeline jedra vrednost mejne frekvence tri-slojne plošče 
pada. Asimptotične vrednosti mejnih frekvenc za vseh 5 kombinacij debelin slojev so podane 
v tabeli 3. 
Tabela 3: Vpliv debeline slojev na vrednost mejne frekvence. 
Razmerje debelin ℎ𝑐: ℎ𝑠 1:13 3:11 5:9 7:7 9:5 
Mejna frekvenca, kHz 16,52 10,56 9,03 8,58 8,80 
 
Poudariti je potrebno, da med 5-mi kombinacijami debelin slojev samo prve tri kombinacije 
zadostujejo drugemu pogoju (10), zadnji dve pa ne. S tem lahko pojasnimo bistveno večja 
odstopanja na desni sliki 6 za razmerji debelin 7:7 in 9:5. 
6 Zaključki 
Z uporabo točne Rayleigh-Lambove enačbe in njenega asimptotičnega razvoja je bila izvedena 
primerjalna analiza disperzije prvih dveh načinov valovanja tri-slojne plošče z izrazito 
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kontrastnimi lastnostmi. Analiza je pokazala, da na višino mejne frekvence in na potek 
disperzijskih krivulj v območju nižjih frekvenc, oz. manjših valovnih števil, poglavitno vpliva 
gostota materiala zunanjih slojev. Hkrati se procentualna napaka asimptotičnih rešitev 
disperzijske enačbe zmanjšuje z višanjem modula elastičnosti zunanjih slojev, to se pravi s 
povečevanjem njihove togosti. Obenem na potek disperzijskih krivulj v območju višjih 
frekvenc, oz. večjih valovnih števil v glavnem vplivata velikosti vzdolžne, oz. strižne hitrosti 
valovanja zunanjih slojev. 
Analiza vpliva debeline jedra je pokazala, da se z naraščanjem debeline jedra in ustreznim 
zmanjšanjem debeline zunanjih slojev napaka asimptotičnih rešitev zmanjšuje. Hkrati pa 
povečevanje debeline jedra močno vpliva na potek disperzijskih krivulj na celotnem območju 
valovnih števil. 
Zahvala 
Avtorji se zahvaljujejo Javni Agenciji za raziskovalno dejavnost Republike Slovenije (ARRS) 
za sofinanciranje raziskav v okviru temeljnega projekta J2-9224. 
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Obtekanje potopljene kocke in krogle z uporabo metode SPH 
Gorazd Novak1, Matjaž Četina1, Dušan Žagar1, Jose M. Domínguez2, Angelo 
Tafuni3 
Flow past a submerged cube and a sphere using SPH 
Povzetek. 3-D numerični model DualSPHysics, ki temelji na metodi SPH, smo uporabili 
za simulacije obtekanja mirujočih, povsem potopljenih teles (kocke in krogle), v vodnem 
toku pri nižjih Reynoldsovih številih (Re < 55000). Z uporabo novih modificiranih 
dinamičnih robnih pogojev in modela turbulence SPS smo model uspešno umerili na 
eksperimentalne rezultate Khan et al. (2018) [5]. Z enakimi nastavitvami modela smo 
določili še sile upora pri obtekanju primerljivo velike krogle in dobili zadovoljivo ujemanje 
z referenčnimi vrednostmi iz literature.   
Abstract. We used 3-D numerical model DualSPHysics, which is based on the SPH 
method, to simulate water flow around fixed, fully submerged objects (a cube and a sphere), 
for lower Reynolds numbers (Re < 55000). Using the new modified dynamic boundary 
conditions and the SPS turbulence model, the model was successfully calibrated against 
the experimental results by Khan et al. (2018) [5]. With the same model settings, we 
calculated the drag force for a sphere of comparable size and obtained a satisfactory 
agreement with the reference values in literature. 
1 Uvod 
V inženirski praksi zelo pogosto nastopajo problemi interakcije med tekočino (kapljevino ali 
plinom) in trdnim telesom, pri čemer tako tekočina kot telo lahko mirujeta (npr. hidrostatika), 
ali pa se vsaj eden od njiju giblje (npr. plovba, vožnja, obtežba na konstrukcijo zaradi vetra ali 
zaradi plazu). V prispevku obravnavamo mirujoče telo, ki je povsem potopljeno v stalni 
enakomerni vodni tok. Uporabili smo 3-D numerični model, ki temelji na metodi 
hidrodinamike zglajenih delcev (SPH). Umerili smo ga na objavljene eksperimentalne 
rezultate obtekanja kocke in ga verificirali s simulacijami obtekanja krogle. 
Prispevek je nadgradnja študije Novak et al. [7], v kateri smo določali koeficient upora 
sestavljenega potopljenega telesa z uporabo metode SPH. Namen prispevka je raziskati 
                                                     
1 UL FGG 
2 EPHYSLAB Environmental Physics Laboratory, University of Vigo, Ourense, Španija 
3 School of Applied Engineering and Technology, New Jersey Institute of Technology, Newark, ZDA 
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uporabnost novih robnih pogojev v programskem paketu DualSPHysics (modificirani 
dinamični robni pogoji) in modela turbulence SPS (angl. sub-particle scale). Za razliko od 
omenjene raziskave, kjer smo uporabili pristop z umetno viskoznostjo, račun brez modela 
turbulence in tabelirane vrednosti koeficienta upora za visoka Reynoldsova števila, v tem 
prispevku predstavljamo simulacije s fizikalno viskoznostjo, modelom turbulence SPS in 
formulami za koeficiente upora za nižja Reynoldsova števila.   
2 Sile pri obtekanju telesa 
Na mirujoče telo, potopljeno simetrično v stalni enakomerni vodoravni tok, ki teče s hitrostjo 
u, delujejo naslednje sile: teža 𝐺 = 𝜌𝑡𝑒𝑙𝑜 ∙ 𝑉𝑡𝑒𝑙𝑜 ∙ 𝑔, navzgor delujoči vzgon 𝐹𝑧 = 𝜌𝑣𝑜𝑑𝑎 ∙
𝑉𝑝𝑜𝑡𝑜𝑝𝑙𝑗𝑒𝑛𝑜 ∙ 𝑔 in v vzdolžni smeri delujoča sila upora Fx. Ob bokih telesa so tlaki nasprotno 
enaki zato je prečna sila enaka Fy = 0. V splošnem nastopata upor oblike (normalne napetosti) 
in veliko manjši upor trenja (strižne napetosti), ki pa se ju najpogosteje ne obravnava  ločeno, 
temveč se celotni upor Fx izrazi z enačbo (1):  
𝐹𝑥 =
1
2
∙ 𝐶𝑑 ∙ 𝑆 ∙ 𝜌 ∙ 𝑢
2 (1) 
kjer je Cd koeficient upora, S površina prečnega prereza (pravokotno na tok), ρ gostota 
tekočine, u pa hitrost tekočine (dovolj daleč gorvodno od telesa). 
Koeficient upora Cd  je dobljen eksperimentalno in je funkcija Reynoldsovega števila 𝑅𝑒 =
𝑢 ∙ 𝑑 𝜈⁄ , kjer je d karakteristična dolžina (v našem primeru stranica kocke A ali premer krogle 
D), ν pa kinematična viskoznost tekočine (privzamemo vrednost za vodo pri 20°C, tj. 10-6 
m2/s).  
V prispevku se omejujemo na obravnavo sile upora, saj je za inženirske aplikacije 
najpomembnejša. Pri računu sile Fx po enačbi (1) smo za Cd upoštevali formule iz literature. 
 
2.1 Obtekanje kocke 
Khan et al. [5] navajajo, da se Cd v opazovanem območju spreminja od vrednosti 0,89 pri Re 
= 500 do vrednosti 0,63 pri Re = 55000. Te vrednosti Cd smo interpolirali za vmesne Re. Poleg 
tega smo uporabili tudi formulo Hölzer in Sommerfeld [4], ki podajata Cd za nesferična telesa 
v odvisnosti od Re in različnih koeficientov sferičnosti (enačba 2): 
 
𝐶𝑑 =
8
𝑅𝑒
1
√Φ1
+
16
𝑅𝑒
1
Φ
+
3
√𝑅𝑒
1
Φ3 4⁄
+ 0,42100,4(−𝑙𝑜𝑔Φ)
0,2 1
Φ2
    (2) 
 
kjer so:  
Φ … sferičnost (razmerje med površino krogle in površino obravnavanega telesa, ki ima enako 
prostornino kot krogla), 
Φ1 … sferičnost v prečni smeri (razmerje med prečnim prerezom krogle in obravnavanega 
telesa, ki ima enako prostornino kot krogla), 
Φ2 … sferičnost v vzdolžni smeri (razmerje med vzdolžnim prerezom krogle in 
obravnavanega telesa, ki ima enako prostornino kot krogla). 
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V opazovanem razponu Re se Cd po enačbi (2) giblje od 0,88 pri Re = 500 do 0,68 pri Re = 
55000, kar je zelo podobno vrednostim, ki jih navajajo Khan et al. [5]. V literaturi se za Cd 
kocke pri Re > 10000 sicer uporablja tudi višje vrednosti, npr. 1,07 v White [11] in 1,10 v 
Rajar [8], a smo privzeli, da je za ovrednotenje 3-D modela bolj smiselno privzeti vrednosti in 
formule iz eksperimentalne raziskave Khan et al. [5], ki jo skušamo reproducirati s svojim 
modelom (ne da bi se podajali v razpravo, zakaj so Cd v literaturi lahko različni). 
 
2.2 Obtekanje krogle 
Za račun koeficienta upora pri obtekanju krogle smo uporabili formulo Turton in Levenspiel  
[10] (enačba 3): 
𝐶𝑑 =
24
𝑅𝑒
(1 + 𝑎𝑅𝑒𝑏) +
𝑐
1+𝑑𝑅𝑒𝑒
    (3) 
 
kjer so vrednosti koeficientov: a = 0,173; b = 0,657; c = 0,413; d = 16300; e = – 1,09. 
 
V opazovanem razponu Re se Cd po enačbi (3) giblje od 0,56 pri Re = 500 do 0,47 pri Re = 
55000. V literaturi se za Cd krogle pri Re v območju od 10000 do približno 300000 uporablja 
podobne vrednosti, npr. 0,45 v Rajar [8]. Spreminjanje Cd v odvisnosti od Re kaže slika 1, 
vzeta iz Khan et al. [5]. 
 
 
   
Slika 1:  Obtekanje kocke in krogle – spreminjanje koeficienta upora v odvisnosti od Re (vir: 
Khan et al. [5]) 
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3 Metodologija 
Za določitev sil Fx smo uporabili 3-D numerični model DualSPHysics, ki temelji na metodi 
SPH. Zaradi primerjave z objavljenimi eksperimentalnimi rezultati smo najprej modelirali 
obtekanje kocke, ki je fiksirana v vodoravni cevi s kvadratnim prečnim prerezom. Za enak 
razpon Re števil smo pri enaki geometriji ostenja modelirali še obtekanje primerljivo velike 
krogle, nato pa za večji razpon Re še obtekanje kocke in krogle v večjem odprtem kanalu. V 
nadaljevanju so povzete glavne značilnosti metode SPH in numeričnega modela. 
3.1 Glavne značilnosti metode SPH 
Metoda SPH je brezmrežna Lagrangeva metoda, ki obravnavano domeno aproksimira z 
masnimi delci (trdnimi ali tekočinskimi), njihov medsebojni vpliv pa za vsak obravnavani 
delec in njegovo soseščino, definirano z dolžino glajenja h, modelira z jedrno funkcijo W (npr. 
kubično, Gaussovo, Wendlandovo). Podobno kot drugi modeli dinamike tekočin tudi SPH 
rešuje kontinuitetno enačbo (ohranitev mase) in dinamično enačbo (ohranitev gibalne 
količine), dopolnjuje pa ju enačba stanja, ki povezuje tlake in gostoto. Pri tem SPH obravnava 
vodo kot tekočino z majhno stisljivostjo. Pomembno vlogo ima začetna razdalja med delci dp, 
ki skupaj z razmerjem h/dp v bistvu pomeni ločljivost modela.   
3.2 Glavne značilnosti programskega orodja DualSPHysics 
DualSPHysics je odprtokodna programska oprema, ki je namenjena modeliranju inženirskih 
problemov z uporabo metode SPH. DualSPHysics se uporablja pri reševanju problemov, kjer 
nastopajo izrazite spremembe hitrosti in proste gladine toka, predvsem pri modeliranju 
porušitvenih valov, morskega valovanja, pljuskanja v posodah, zemeljskih plazov in zaradi 
njih nastalih valov v akumulacijah. Na UL FGG smo v sodelovanju z razvijalci DualSPHysics  
uporabili za opazovanje hitrostnih polj v ribji stezi HE Blanca, kot primeru turbulentnega toka 
s prosto gladino (Novak et al. [6]), in za določitev koeficienta upora pri obtekanju povsem 
potopljenega, kapsuli podobnega telesa (Novak et al. [7]).  
DualSPHysics je podrobneje opisan v Crespo et al. [1] (pregled glavnih modulov) in Tafuni et 
al. [9] (odprti robni pogoji) zato tu podajamo samo informacije, ki so pomembnejše za 
obravnavani primer: način izračuna sil in modificirani dinamični robni pogoji. 
3.2.1 Račun sil 
Za račun sil se v DualSPHysics uporablja orodje za post-procesiranje, imenovano 
ComputeForces. Vse tri komponente sile, s katero tekočina deluje na telo, izračuna z uporabo 
dinamične enačbe, v kateri nastopa Wendlandova jedrna funkcija W. Za izbrane tekočinske in 
trdne delce na stiku med tekočino in trdnim telesom se numerični pospešek izračuna z 
upoštevanjem interakcij med delci (DualSPHysics [2]), kot kaže enačba 4: 
𝑑?⃑? 𝑎
𝑑𝑡
= −∑ 𝑚𝑏 (
𝑃𝑏
𝜌𝑏
2 +
𝑃𝑎
𝜌𝑎
2 + Π𝑎𝑏)∇𝑎𝑊𝑎𝑏 + 𝑔 𝑏     (4) 
kjer indeksa a in b označujeta sosednje delce, veličine pa so: m je masa, ρ gostota, P tlak 
tekočinskih delcev, Π𝑎𝑏 viskoznostni člen, in g gravitacija. Sila se izračuna kot vsota 
produktov mase in pospeškov (enačba 5): 
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𝐹 = 𝑚∑
𝑑?⃑? 𝑎
𝑑𝑡
     (5) 
3.2.2 Modificirani dinamični robni pogoji  
Zaradi Lagrangevega značaja in jedrne interpolacije lahko v SPH nastopijo težave pri 
vzpostavljanju robnih pogojev. Ena od rešitev je uporaba navideznih delcev, ki napolnijo 
prostor na drugi strani roba ter oponašajo prisotnost stene. Dosedanje verzije DualSPHysics 
so uporabljale t. i. dinamične robne pogoje (DBC), kjer robni delci zadostijo enaki 
kontinuitetni enačbi kot tekočinski delci, kar pomeni, da se njihova gostota in tlak spreminjata, 
to pa povzroči odbojno silo, ko se tekočinski delec približa robu. Zaradi tega lahko med 
tekočinskimi in trdnimi delci nastane nefizikalna vrzel, ki je velikostnega reda dolžine glajenja 
h, poleg tega pa tlak robnih delcev ni fizikalno pravilen in vključuje veliko šuma. Ti 
pomanjkljivosti odpravljajo modificirani dinamični robni pogoji (M-DBC), pri katerih se za 
vsak robni delec naredi projekcijo, ki sega preko robnega stika (angl. boundary interface) v 
tekočino, in ta projekcija se imenuje navidezni delec (angl. ghost node). Robni delci dobijo 
lastnosti tekočine, kakršne so v navideznih delcih, te pa se izračuna s korigirano SPH vsoto 
(slika 2). 
 
 
Slika 2:  Princip delovanja modificiranih robnih pogojev (vir: English et al. [3]) 
 
Slika 2 prikazuje tekočinske delce (obarvani modro oz. roza), trdne delce (obarvani zeleno) in   
zrcaljenje navideznih delcev (označeni s križci) ter jedrni polmer okoli njih, za ravno ploskev 
(slika a in b) in vogal (slika c in d); tekočinski delci, obarvani roza, so delci, ki so vključeni v 
jedrno vsoto okoli navideznega delca. Podrobnosti tega pristopa so podane v English et al. [3]. 
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4 Rezultati simulacij in diskusija 
Simulacije so bile izvedene v treh fazah: najprej smo model umerili z eksperimenti obtekanja 
kocke, nato pa smo tako umerjeni model uporabili za simulacije obtekanja krogle in nazadnje 
obravnavali še večji razpon Re števil. 
V literaturi objavljeni eksperimenti, ki smo jih uporabili za umerjanje modela, so bili izvedeni 
na fizičnem modelu, kjer je opazovani odsek predstavljal vodoravno cev (oz. pokrit kanal) s 
kvadratnim prečnim prerezom širine B = 40 cm, višine H = 40 cm in dolžine L = 140 cm. V 
sredini toka je bila na posebni konzoli pritrjena kocka s stranico A = 4 cm. Tok vode, ki je 
napolnil celotni prerez, je imel hitrosti od 0,0125 m/s do 1,375 m/s, tako da so bila 
Reynoldsova števila v razponu od 500 do 55000. Z uporabo vizualizacijske metode PIV so 
analizirali značilnosti toka, predvsem hitrosti, tokovnice, turbulenco, brazdo in vrtinčnost. Na 
podlagi hitrosti so izračunali koeficient upora po klasični in modificirani metodi opazovanja 
brazde (angl. classical / modified wake survey method). Pri tem je Cd funkcija dimenzij kocke, 
gorvodne hitrosti toka, trenutne hitrosti (v bližini kocke, na dolvodni strani) in dimenzij brazde 
(Khan et al. [5]). 
Temu primerno je bil tudi 3-D numerični model ustreznih dimenzij, le dolžino odseka smo 
privzeli nekoliko krajšo, L = 100 cm, saj je bila dolžina 140 cm na fizičnem modelu potrebna 
zaradi izničenja vpliva nosilne konzole, ki je v SPH modelu ni bilo. Za najboljšo se je izkazala 
naslednja kombinacija glavnih parametrov: A/dp = 10 (dp = 0,4 cm), h/dp = 2, M-DBC robni 
pogoji, fizikalna kinematična viskoznost (10-6 m2/s), model turbulence SPS in periodični robni 
pogoj za ostenje (tj. ostenje se stalno premika skupaj s tokom in se vrača na gorvodnem koncu 
domene). S temi nastavitvami so bili rezultati modela skladni z referenčnimi, kot kaže slika 3:  
 
 
 
Slika 3:  Sila upora pri obtekanju kocke A = 4 cm v pokritem kanalu 
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Na sliki 3 je graf z oznako 'eksperiment 1' dobljen z vrednostmi Cd, interpoliranimi med 0,89 
in 0,63 (kot so jih določili Khan et al. [5]), graf 'eksperiment 2' pa v računu upošteva formulo 
Hölzer in Sommerfeld [4] (enačba 2), ki velja tudi za Re > 55000. Razvidno je, da rezultati 
modela pri nižjih Re sledijo referenčnemu grafu 1, pri višjih pa čedalje bolj grafu 2. Največja 
razlika med modelnimi rezultati in referenčnimi vrednostmi je znašala 5 %.   
Enake nastavitve smo uporabili za simulacije obtekanja primerljivo velike krogle (s polmerom 
R = 2,5 cm). Po pričakovanjih se je izkazalo, da je modeliranje okroglih površin bolj 
problematično, saj smo kljub večjemu razmerju med dimenzijo telesa in razdaljo med delci 
(pri krogli D/dp =  12,5; pri kocki A/dp = 10) pri krogli dobili nekoliko slabše ujemanje kot pri 
kocki (slika 4): 
 
 
 
Slika 4:  Sila upora pri obtekanju krogle R = 2,5 cm v pokritem kanalu 
 
Na sliki 4 je graf 'eksperiment' dobljen z vrednostmi Cd po formuli Turton in Levenspiel [10] 
(enačba 3). Razvidno je slabše ujemanje sil kot pri obtekanju kocke. Zanimivo je, da je bil 
najslabši rezultat dosežen pri Re = 45000, pri večjih Re pa so se izračunane modelne vrednosti 
spet približale referenčni liniji. Največja razlika med modelnimi rezultati in referenčnimi 
vrednostmi je znašala 29 %.  
Nazadnje smo simulirali še obtekanje večje kocke (A = 10 cm) in večje krogle (D = 12 cm) v 
odprtem večjem kanalu (L x B x H = 120  x 120 x 120 cm) z večjimi hitrostmi toka (u do 2 
m/s) in tako obravnavali še večji razpon Reynoldsovih števil (Re do 200000). Zaradi večje 
domene smo začetno razdaljo med delci povečali na dp = 1 cm, tako da smo delali z razmerjem 
A/dp = 10 oz. D/dp = 12. Rezultati teh simulacij so prikazani na sliki 5.  
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Iz slike je razvidno, da je ujemanje pri simulacijah obtekanja kocke po pričakovanjih spet 
boljše kot pri krogli. Za Re ≥ 100000 (ki nas najbolj zanima, saj je v hidrotehniški praksi večina 
tokov v takšnem, izrazito turbulentnem režimu) se modelne sile razlikujejo od referenčnih v 
povprečju za 9 % pri kocki oz. za 13 % pri krogli, največ pa za 21 % tako pri kocki kakor tudi 
pri krogli.  
 
 
 
Slika 5:  Sila upora pri obtekanju kocke A = 10 cm in krogle D = 12 cm v odprtem kanalu 
 
5 Zaključki 
S 3-D modelom DualSPHysics smo uspešno reproducirali objavljene rezultate PIV 
eksperimenta obtekanja kocke pri Reynoldsovih številih, manjših od 55000. To smo dosegli z 
uporabo izboljšanih dinamičnih robnih pogojev (M-DBC) in modela turbulence SPS ob 
ločljivosti, dani z razmerjema h/dp = 2 in A/dp = 10.  
Enake nastavitve smo uporabili tudi pri simulacijah obtekanja primerljivo velike krogle (D/dp 
= 12,5) in dobili nekoliko slabše ujemanje sil, kar nakazuje, da bo pri modeliranju ukrivljenih 
objektov treba uporabiti bistveno večjo ločljivost modela. 
Umerjeni model smo uporabili še za simulacije obtekanja večje kocke in krogle v odprtem 
kanalu z večjimi Reynoldsovimi števili (Re do 200000). Rezultati modela so se tudi v tem 
primeru zadovoljivo ujemali z referenčnimi vrednostmi, spet pa je bilo boljše ujemanje 
doseženo pri obtekanju kocke. 
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Mehanski odziv avksetičnih metamaterialov pri visokih 
hitrostih obremenjevanja 
Nejc Novak1, Matej Vesenjak1 in Zoran Ren1 
Mechanical response of auxetic metamaterials at high strain 
rate loading 
Povzetek. V prispevku je obravnavano eksperimentalno testiranje in računalniške 
simulacije obnašanja avksetičnih metamaterialov, zgrajenih iz obrnjenih tetrapodov, pri 
visokih hitrostih obremenjevanja. Zaradi vpliva vztrajnosti materiala se pri takšnem načinu 
obremenjevanja material deformira bistveno drugače kot pri nižjih hitrostih 
obremenjevanja. Sprememba načina deformiranja je bila natančno analizirana na osnovi 
rezultatov eksperimentalnih preizkusov in  računalniških simulacij, kar je omogočilo tudi 
določitev kritičnih hitrosti, ki razmejujejo načine deformiranja. 
Abstract. The paper presents a high strain rate experimental testing and computational 
simulations of auxetic metamaterials build from inverted tetrapods. The deformation 
behaviour changes at high strain rates due to the inertia effects in comparison to quasi-
static loading conditions. The change in deformation mode was analysed with experimental 
testing and computational simulations which enabled determination of critical velocities 
that separate different deformation modes. 
1 Uvod 
Pojem "avksetični material" je leta 1991 prvič uporabil Evans za poimenovanje materialov z 
negativnim Poissonovim razmerjem [1]. Izraz izvira iz grške besede ˝auxetikos˝, ki v prevodu 
pomeni ˝ teži k povečevanju˝ [2]. Za avksetične materiale je značilno, da se njihov volumen pri 
deformiranju bistveno spremeni. Takšno obnašanje je posledica notranjega mehanizma 
deformiranja materiala, kar je pogojeno z njegovo poroznostjo. V primeru avksetičnih celičnih 
materialov se medcelične povezave upogibno deformirajo v določeno želeno obliko. Zaradi 
edinstvenega deformacijskega obnašanja imajo avksetični materiali povečano strižno togost  
[3], izboljšano dušenje [4] s frekvenčnimi območji popolnega dušenja (ang. ˝forbidden 
frequency bands˝) [5]) in večjo sposobnost absorpcije mehanske energije [6], zaradi česar so 
posebej primerni za raznovrstno specifično uporabo v sodobnih inženirskih konstrukcijah [2]. 
 
1 Fakulteta za strojništvo, Univerza v Mariboru 
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V zadnjih letih potekajo številne raziskave na področju avksetičnih celičnih struktur, ki jih 
zaznamuje veliko število novih avksetičnih geometrij. Večina eksperimentalnih preiskav je 
bila izvedena le v območju majhnih deformacij pri kvazi-statičnih obremenitvenih pogojih, z 
namenom določitve modula elastičnosti in Poissonovega razmerja. Izvedenih je bilo le nekaj 
dinamičnih eksperimentalnih preizkusov avksetičnih struktur, ki so v večini primerov zajemali 
le vbočene šestkotne strukture [7]. Z uporabo računalniških simulacij so bili analizirani odzivi 
več različnih avksetičnih struktur na dinamično obremenitev, vendar rezultati teh simulacij 
pogosto niso bili potrjeni z eksperimentalnimi meritvami.  
V tem delu so predstavljeni rezultati eksperimentalnega testiranja avksetičnih metamaterialov,  
zgrajenih iz obrnjenih tetrapodov, pri visokih hitrostih obremenjevanja, s katerimi je bil 
raziskan njihov mehanski odziv. Rezultati eksperimentalnega testiranja so bili uporabljeni za 
potrditev ustreznosti numeričnih modelov obravnavanih metamaterialov, ki so omogočili 
natančnejšo analizo deformacijskega procesa in določitev kritičnih hitrosti, ki razmejujejo 
različne načine deformiranja. 
2 Eksperimentalno testiranje 
2.1 Geometrija 
Geometrija preizkušancev obravnavanih avksetičnih metamaterialov, zgrajenih iz obrnjenih 
tetrapodov [8], je prikazana na sliki 1. Z uporabo tehnologije  selektivnega taljenja s snopom 
elektronov (ang. ˝ selective electron beam melting˝ – SEBM) so bili iz titanove zlitine Ti6Al4V 
izdelani preizkušanci s tremi različnimi poroznostmi, kar je bilo doseženo s spremembo 
debeline medceličnih povezav enake enotske avksetične celice. Dimenzije preizkušancev so 
15,6 mm × 40,5 mm × 18,7 mm (|X1| × |X2| × |X3|), debeline medceličnih povezav pa znašajo 
0,4 mm (91 % poroznost), 0,5 mm (86 % poroznost) in 0,6 mm (83 % poroznost). 
 
Slika 1: Geometrija preizkušancev (poroznost: a) 83 %, b) 86 % in c) 91 %) 
2.2 Metode 
Dinamični eksperimentalni testi pri visokih hitrostih deformacije (Taylorjev test) so bili 
izvedeni v Inštitutu za impulzno energijsko znanost na Univerzi v Kumamotu, Japonska, z 
uporabo smodniškega topa (ang. ˝powder gun˝). Top ob eksploziji smodniškega polnjenja 
pospeši izstrelek z nameščenim preizkušancem na želeno hitrost vzdolž pospeševalne cevi do 
ciljne komore, v kateri je z uporabo črpalke ustvarjen vakuum. Izstrelek v ciljni komori udari 
v togo udarno ploščo, na kateri je nameščen visokofrekvenčni senzor tlaka (PVF2 11-125EK, 
Dynasen), ki izmeri povprečen tlak na merilni površini med udarnim deformiranjem 
a) b) c) 
X1 
X3 
X2 
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preizkušanca. Premer izstrelka znaša 40 mm, njegova masa pa je približno 180 g, odvisno od 
vrste preizkušanca. Udarna hitrost pri testiranju je znašala 230 m/s (hitrost inženirske 
specifične deformacije pa 5.000 s-1). V sklopu testiranja titanovih avksetičnih preizkušancev 
je bilo izvedenih 20 preizkusov pri visokih hitrostih obremenjevanja. Postopek deformiranja 
je bil posnet s hitro digitalno kamero SHIMADZU HPV-1 in uporabo metode snemanja sence 
preizkušanca (ang. ˝shadow graph˝) pri frekvenci zajemanja 125.000 slik/s. 
2.3 Rezultati 
Značilni postopek deformiranja avksetičnih preizkušancev pri dinamičnem visoko hitrostnem 
obremenjevanju je prikazan na sliki 2. Zaradi velikih deformacijskih hitrosti (5.000 s–1) je bil 
pri vseh testiranih poroznostih in geometrijah preizkušancev zaznan udarni način 
deformiranja, za katerega je značilno lokalizirano deformiranje v območju udarca 
preizkušanca. Ta pojav je natančneje opredeljen v poglavju 4. 
 
 
 
Slika 2: Postopek deformiranja avksetičnih preizkušancev s srednjo poroznostjo (korak 
deformacije: 20 %) [9] 
Mehanski odziv avksetičnih preizkušancev je bil ovrednoten z merjenjem povprečnega tlaka 
(normalne inženirske napetosti v smeri obremenjevanja), ki ga povzroči preizkušanec na togi 
steni, kjer je nameščen merilec tlaka. Izmerjeni tlačni signal je bil filtriran z namenom 
odstranitve visokofrekvenčnih šumov in oscilacij. Rezultati preizkusov so prikazani na sliki 3. 
Glede na to, da je razlika v poroznostih le približno 5 %, so odzivi preizkušancev dokaj 
podobni. Razlikujejo se predvsem vrednosti napetostnega platoja (določen kot povprečna 
napetost v območju deformacije 0.2 – 0.4), ki znaša približno 80 MPa v primeru preizkušancev 
z nizko, 70 MPa s srednjo in 50 MPa z visoko poroznostjo. Razlika v poroznosti vpliva tudi 
na deformacijo zgoščevanja, ki je ~0,75 pri preizkušancih z nizko poroznostjo in ~0,82 pri 
preizkušancih s srednjo in visoko poroznostjo. Na sliki 3 je prikazana primerjava med kvazi-
statičnim in dinamičnim odzivom avksetičnih preizkušancev iz obrnjenih tetrapodov. Kot je 
razvidno iz primerjave, pride pri visokih hitrostih obremenjevanja do bolj togega odziva, kar 
je posledica vpliva vztrajnosti materiala, ki pogojuje tudi spremembo načina deformiranja (glej 
poglavje 4). Posledično lahko material absorbira več deformacijske energije pri visokih 
hitrostih obremenjevanja, kar je zaželeno pri trkih in balističnih zaščitah. 
 
A B C D E 
- 121 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 4 - 
 
Slika 3: Primerjava eksperimentalnih rezultatov avksetičnih preizkušancev različnih 
poroznosti pri kvazi-statičnem in dinamičnem obremenjevanju 
3 Računalniške simulacije 
Geometrija avksetične celične strukture, prikazane na sliki 4, je bila v numeričnem modelu 
zamrežena z linijskimi končnimi elementi (ang. »beam finite element«). Numerični model je 
bil sestavljen iz dveh togih plošč in avksetične celične strukture. Osnovni material avksetičnih 
celičnih struktur je bil opisan z materialnim modelom 
MAT_PIECEWISE_LINEAR_PLASTICITY (MAT_024), ki ob modeliranju plastifikacije in 
utrjevanja z dodatkom MAT_ADD_EROSION v programu LS-DYNA omogoča modeliranje 
razvoja poškodb in porušitve tudi za linijske končne elemente [10]. Osnovne mehanske 
lastnosti materialnega modela so: modul elastičnosti E = 120 GPa, plastično utrjevanje 
materiala je opisano z dvema točkama, ki definirata napetost tečenja v odvisnosti od plastične 
deformacije (σ1 = 1300 MPa, εpl,1 = 0) in (σ2 = 1800 MPa, εpl,2 = 0.8), plastična deformacija pri 
porušitvi pa znaša εpl, poruš = 0.55. V ta model je mogoče z uporabo Cowper-Symondsovega 
modela vključiti tudi odvisnost materialnih parametrov od hitrosti deformacije . 
3.1 Robni pogoji 
Spodnja plošča ima vpete pomike in zasuke v vseh smereh koordinatnega sistema, zgornja 
plošča pa ima proste pomike le v y-smeri koordinatnega sistema, v kateri je predpisana 
konstantna hitrost plošče, ki je enaka hitrosti pri obravnavanem eksperimentu (230 m/s). V 
numeričnem modelu so upoštevani tudi kontakti med avksetično strukturo in ploščama, ter 
med medceličnimi povezavami v avksetični strukturi. 
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Slika 4: Prikaz robnih pogojev numeričnih modelov 
3.2 Rezultati 
Numerični modeli so bili potrjeni s primerjavo rezultatov Taylorjevih testov pri visokih 
hitrostih obremenjevanja. Najprej je bil analiziran postopek deformiranja preizkušancev, kar 
je prikazano na sliki 5. Razvidno je, da je potek deformiranja enak, kot je bil opažen pri 
eksperimentih (slika 2).  
     
    
 
Slika 5: Potek deformiranja dolgih preizkušancev s srednjo poroznostjo (korak deformacije: 
10 %) 
Na sliki 6 je prikazana primerjava med odzivi preizkušancev s tremi različnimi poroznostmi, 
kjer je prikazana normalizirana napetost, ki je izračunana kot σn = (σinž/ρr)3/2, kjer je σinž 
inženirska napetost in ρr relativna gostota. Opaženo je dobro ujemanje, večje razlike se 
pojavijo samo v primerih preizkušancev z visoko poroznostjo, kar pa je posledica manjše 
nosilnost tanjših medceličnih povezav zaradi vpliva proizvodnega procesa. 
spodnja plošča 
(podpora) 
zgornja plošča 
(obremenitev) 
A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 
- 123 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 6 - 
 
Slika 6: Primerjava rezultatov eksperimentalnih preizkusov in računalniških simulacij 
avksetičnih preizkušancev pri visokih hitrostih obremenjevanja (NP – nizka poroznost, SP – 
srednja poroznost, VP – visoka poroznost) 
4 Analiza kritičnih hitrosti 
Deformacijsko obnašanje materialov v odvisnosti od hitrosti obremenjevanja je v splošnem 
razdeljeno na tri območja, v katerih se deformacijski načini opazno razlikujejo: homogen 
(kvazi-statično obremenjevanje), prehodni in udarni deformacijski način [11]. Pri homogenem 
načinu deformiranja so zaradi nizkih hitrosti obremenjevanja vplivi vztrajnosti materiala 
zanemarljivi. Deformacija (in posledično porušitev) se začne v najšibkejši točki materiala in 
se navadno nadaljuje v strižnih pasovih. Z višanjem hitrosti obremenjevanja se povečuje vpliv 
vztrajnosti materiala na način njegovega deformiranja. Pri zelo hitrem, udarnem 
obremenjevanju se material deformira lokalizirano v območju kontakta z udarnim telesom. V 
določenem območju hitrosti obremenjevanja, tako imenovanem prehodnem območju, pa se 
pojavi kombinacija homogenega in udarnega načina deformiranja. Območje homogenega in 
prehodnega načina obremenjevanja razmejuje prva kritična hitrost, območje med prehodnim 
in udarnim načinom pa druga kritična hitrost obremenjevanja.  
Analiza kritičnih hitrosti, pri katerih se spremeni način deformiranja materiala, je na področju 
celičnih materialov zelo pomembna, saj so ti materiali pogosto uporabljeni v delih konstrukcij 
za absorpcijo udarcev pri dinamičnih obremenitvah.  
Kritične hitrosti obremenjevanja avksetičnih celičnih struktur iz obrnjenih tetrapodov so bile 
določene na osnovi analitičnega R-PLH modela (ang. "Rigid-Power Law Hardening") [12] - 
tog model z eksponentnim utrjevanjem, in rezultatov kvazi-statičnega testiranja in znašajo 
v1,kr = 39 m/s in v2,kr = 107 m/s za strukturo s srednjo poroznostjo. Analitično določene kritične 
hitrosti so bile uporabljene za dodatno potrditev razvitih numeričnih modelov, pri čemer so 
bili analizirani različni načini deformiranja pri posameznih hitrostih obremenjevanja. Rezultati 
računalniških simulacij za avksetični celični material iz obrnjenih tetrapodov s srednjo 
poroznostjo so prikazani na sliki 7. Na sliki 7a je prikazan način deformiranja pri prvi kritični 
hitrosti obremenjevanja, na sliki 7b pri srednji hitrosti obremenjevanja v prehodnem režimu in 
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na sliki 7c pri drugi kritični hitrosti obremenjevanja. S slike 7a je razvidno, da pri prvi kritični 
hitrosti še vedno prevladuje deformacija v strižnih ravninah, način deformacije pa je enak, kot 
je bil opažen pri kvazi-statičnih eksperimentalnih preizkusih (homogeni deformacijski način). 
Zvišanje hitrosti obremenjevanja nad prvo kritično hitrost (slika 7b) povzroči udarni 
deformacijski način pri deformacijah do 20 %, potem pa nastopi podoben način deformiranja 
kot pri kvazi-statičnem testiranju (slika 7b). Udarni način deformiranja vse do velikih 
deformacij pa je jasno razviden iz slike 7c. Iz rezultatov računalniških simulacij lahko 
ugotovimo, da le-ti ustrezno ujamejo spremembo načina deformiranja avksetične celične 
strukture iz obrnjenih tetrapodov.  
Vzorci avksetičnih struktur iz obrnjenih tetrapodov so bili eksperimentalno preizkušeni pri 
hitrostih obremenjevanja 230 m/s, kar je v vseh primerih bistveno višje od druge kritične 
hitrosti za vse preizkušane poroznosti, torej v območju udarnega načina deformiranja. 
 
 
 
 
 
 
Slika 7: Deformacijsko obnašanje avksetičnega celičnega materiala s srednjo poroznostjo pri 
naslednjih hitrostih: a) 39 m/s, b) 60 m/s in c) 107 m/s (korak deformacije: 10 %) 
5 Zaključki 
Avksetični metamateriali so sodobni, namensko strukturirani materiali, ki so vse pogosteje 
uporabljeni v naprednih konstrukcijah, oblačilih in športnih ter medicinskih pripomočkih. Iz 
tega razloga je potrebno natančno določiti deformacijsko obnašanje in mehanski odziv teh 
metamaterialov pri različnih pogojih obremenjevanja. V delu je bilo obravnavano obnašanje 
avksetičnih metamaterialov, zgrajenih iz obrnjenih tetrapodov, pri visokih hitrostih 
obremenjevanja. Ugotovljeno je bilo, da se z višanjem hitrosti obremenjevanja spremeni način 
a) 
b) 
c) 
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njihovega deformiranja, kot posledica vztrajnosti osnovnega materiala. Razlikujemo 
homogen, prehoden in udaren način deformiranja, pri čemer so območja deformiranja 
razmejena s prvo in drugo kritično hitrostjo, kateri sta karakteristika materiala in njegove 
strukture. Pri celičnih strukturah se kritične hitrosti povečujejo z manjšanjem poroznosti, kar 
je bilo prikazano za primer obravnavanega avksetičnega metamateriala iz obrnjenih 
tetrapodov. Na osnovi rezultatov eksperimentalnih preizkušanj so bili razviti reprezentativni 
numerični modeli, ki so bili uporabljeni za natančno analizo deformacijskega procesa in 
potrditev analitično izračunanih kritičnih hitrosti.  
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Dolocˇitev zveze med napetostjo in deformacijo kompozita na
podlagi cˇistega upogibnega stanja nosilca.
Sˇtefan Obid1, Janez Urevc1, Nikolaj Mole1 in Miroslav Halilovicˇ1
Stress strain relation determination of composite based on
pure bend state of beam.
Povzetek. Prikazana je alternativna metoda za dolocˇitev σ− ε krivulje na podlagi cˇistega upogib-
nega stanja nosilca. Za namen verifikacije so bili na kompozitnem materialu izvedeni sˇtiri tocˇkovni
upogibni testi, kjer je bila merjena sila na valjcˇke ter deformacije preizkusˇanca s pomocˇjo metodo ko-
relacije digitalnih slik (DIC). Na podlagi izvedenih meritev je s predstavljeno metodologijo dolocˇena
σ−ε krivulja v tlacˇnem in nateznem obmocˇju. Pokazano je dobro ujemanje med dobljeno σ−ε kri-
vuljo in σ− ε krivuljo iz nateznega preizkusa.
Abstract. An alternative method for σ− ε curve determination based on pure bend state of beam
is presented. For validation purposes, four point bending test measurement of the composite ma-
terial was preformed, where force on rollers and deformation field of specimen with digital image
correlation method (DIC) was measured. Based on measurements, the σ− ε curve in tension and
compression zone was determined with presented method. A good agreement is shown between
obtained σ− ε curve and σ− ε curve from tension test.
1 Uvod
Za karakterizacijo materialnih lastnosti se najpogosteje uporablja zveza med napetostjo in de-
formacijo v enoosnem napetostnem stanju (v nadaljevanju σ− ε diagram). To zvezo ponavadi
dolocˇimo z enoosnim nateznim ter tlacˇnim preizkusom. V raziskovalnem delu bo predstavljen
alternativni nacˇin, s katerim lahko na podlagi cˇistega upogibnega stanja za poljuben material
socˇasno dolocˇimo σ− ε zvezo v nateznem in tlacˇnem obmocˇju. Idejo je prvi predlagal Herbert
[1], nato sta na razlicˇnih materialih metodologijo testirala tudi Mayville [2] ter Laws [3].
Predstavljena metodologija je bila validirana na namensko izdelanem sˇtiritocˇkovnem upogib-
nem preizkusˇevalisˇcˇu, kjer se v osrednjem delu preizkusˇanca pojavi stanje cˇistega upogiba.
1 Laboratorij za numericˇno modeliranje in simulacije, Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Ljubljani
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Uporabljen je bil kompozitni material s polimerno osnovo in kratkimi vlakni, ki ima v nateznem
in tlacˇnem obmocˇju razlicˇen materialni odziv. Deformacije na preizkusˇancu so bile merjene z
metodo korelacije digitalnih slik (ang. Digital image correlation, DIC).
2 Metodologija
Nosilec visˇine h ter sˇirine b je obremenjen z momentom M0. Iz ravnovesnih enacˇb sledi, da je
osna sila N enaka nicˇ, kar lahko zapisˇemo kot
N =
∫
A
σdA= 0, (1)
notranji momentM pa je enak momentuM0, s katerim je nosilec obremenjen, kar lahko zapisˇemo
kot
M =
∫
A
σydA=M0, (2)
kjer je A precˇni prerez nosilca, y koordinata z izhodisˇcˇem na nevtralni ravnini, σ pa osna nape-
tost odvisna od osne deformacije ε. Ker je nosilec obremenjen le upogibno, lahko privzamemo,
da so precˇni prerezi plani ter pravokotni na nevtralno ravnino, iz cˇesar sledi, da se osne de-
formacije po visˇini nosilca spreminjajo linearno, kot prikazuje slika 1. Cˇe osno deformacijo v
Slika 1 : Shematski prikaz nosilca, njegovih obremenitev ter porazdelitve deformacij.
skrajno nateznem obmocˇju oznacˇimo z εt , v skrajno tlacˇnem obmocˇju pa z εc, lahko porazdeli-
tev deformacije po visˇini nosilca zapisˇemo kot
ε=
εt − εc
h
y. (3)
Diferencial precˇnega prereza nosilca lahko izrazimo kot dA= bdy. Z uvedbo substitucije y→ ε
lahko sedaj izraz (1) zapisˇemo kot
N =
hb
εt − εc
∫ εt
εc
σdε= 0, (4)
izraz (2) pa kot
M =
h2 b
(εt − εc)2
∫ εt
εc
σεdε=M0. (5)
Isˇcˇemo torej osno napetost v odvisnosti od osne deformacije σ(ε). Nosilec obremenjujemo in-
krementalno, pri posameznem inkrementu izmerimo moment M0 ter ekstremne vrednosti defor-
macij εt in εc. Cˇe nosilec obremenjujemo v dovolj majhnih inkrementih, lahko predpostavimo,
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Slika 2 : Odsekoma linearna σ− ε krivulja z uporabljenimi oznakami.
da je napetost σ(ε) odsekoma linearna funkcija, kot prikazuje slika 2. Tedaj lahko na podlagi
enacˇb (4) ter (5) izpeljemo izraz za dolocˇitev natezne napetosti v n-tem inkrementu kot
σnt =
6(εnt − εnc)2 Mn−bh2
(
6 In−1 +(εn−1c − εnc)2σn−1c − (εn−1t − εnt )(εnt +2εn−1t −2εnc− εn−1c )σn−1t
)
bh2 (εn−1t − εnt )(εn−1c +2εnc−2εn−1t − εnt )
,
(6)
kjer se n navezuje na trenutni inkrement. In−1 je vrednost integrala
In−1 =
∫ εn−1t
εn−1c
σ(ε)εdε, (7)
ki ga lahko izracˇunamo, saj je napetost σ(ε) do inkrementa (n− 1) zˇe poznana. Z uporabo
enacˇbe (4) lahko nato s pomocˇjo izracˇunane natezne napetosti izracˇunamo sˇe tlacˇno napetost v
n-tem inkrementu kot
σnc =
(σnt +σ
n−1
t )(εnt − εn−1t )
εnc− εn−1c
−σn−1c . (8)
S pomocˇjo izpeljanih izrazov lahko σ− ε krivuljo dolocˇimo progresivno po inkrementih od
neobremenjenega nosilca do maksimalne obremenitve.
3 Meritve
Metodologija predstavljena v poglavju 2 je bila uporabljena za dolocˇitev σ−ε zveze kompozita
z osnovo iz polifenilen sulfida (PPS) ter 40% vsebnostjo kratkih steklenih vlaken. Uporabljen
je bil preizkusˇanec namenjen za izvedbo enoosnih nateznih preizkusov, prikazan na sliki 3.
Ker je slednji brizgan s strani, so vlakna po vecˇini orientirana v osni smeri. Za dosego cˇistega
upogibnega stanja na preizkusˇancu je bilo izdelano namensko preizkusˇevalisˇcˇe za izvedbo sˇtiri
tocˇkovnega upogibnega preizkusa, prikazanega na sliki 4.
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Slika 3 : Geometrija in dimenzije uporabljenega preizkusˇanca v milimetrih.
Slika 4 : Preizkusˇevalisˇcˇe za sˇtiri tocˇkovni upogibni preizkus.
3.1 Merjenje momenta in deformacij
Moment v predelu med srednjima valjcˇkoma je konstanten. Le-tega lahko izracˇunamo kot
M0 =
F0 r
2
, (9)
kjer je r razdalja med zunanjim in srednjim valjcˇkom, F0 pa skupna sila zgornjih valjcˇkov, ki jo
merimo z merilno celico, vidno na sliki 4.
Za merjenje deformacij je bil uporabljen merilni sistem Q-400 proizvajalca Dantec Dynamics za
merjenje deformacij z metodo korelacije digitalnih slik. S pomocˇjo digitalnih slik preizkusˇanca
zajetih med obremenjevanjem ta metoda omogocˇa, da s prepoznavanjem spremembe oblike
vzorca na preizkusˇancu izracˇunamo vrednosti deformacij na merjenem obmocˇju [4]. Pri meri-
tvah sta bili uporabljeni dve kameri (slika 5), saj lahko na tak nacˇin zmanjsˇamo merilno nego-
tovost izmerjenih vrednosti deformacij.
Pri metodi korelacije digitalnih slik je merjeno obmocˇje diskretizirano na posamezna okna (ang.
facet), vrednosti izmerjenih deformacij pa so podane v njihovem sredisˇcˇu. Zaradi tega razloga ni
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Slika 5 : Prikaz preizkusˇevalisˇcˇa ter postavitve kamer.
mogocˇe neposredno dolocˇiti deformacij na skrajnem robu obmocˇja εt in εc, ki nas zanimajo. Ker
vemo, da je porazdelitev deformacij po visˇini nosilca linearna, lahko to porazdelitev dolocˇimo
z linearno regresijo na podlagi izmerjenih deformacij v obmocˇju cˇistega upogiba. S poznano
porazdelitvijo deformacij lahko nato z ekstrapolacijo dolocˇimo robne vrednosti deformacij εt
ter εc, kot prikazuje slika 6.
Slika 6 : Postopek dolocˇitve skrajnih deformacij εt ter εc v posameznem inkrementu.
Slika 7 prikazuje izmerjeno polje osnih deformacij med zgornjima valjcˇkoma v inkrementu pred
porusˇitvijo. Lepo je razvidno, da se vrednosti deformacij v osni smeri nosilca ne spreminjajo,
kar potrjuje, da je vrednost notranjega momenta res konstantna. Rezultat meritev lahko pred-
stavimo z diagramoma εt(M0) ter εc(M0) prikazanima na sliki 8. Pri visˇjih obremenitvah je
natezna deformacija vidno vecˇja od tlacˇne, kar nakazuje na bolj tog materialni odziv pri tlacˇnih
obremenitvah.
4 Rezultati
Na podlagi enacˇb (6) in (8) ter izvedenih meritev, prikazanih na diagramu 8, lahko sedaj
dolocˇimo σ− ε diagram, prikazan na sliki 9. Opazimo lahko osciliranje oz. nestabilnost, kar
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Slika 7 : Prikaz izmerjenega polja deformacij na merjenem obmocˇju.
Slika 8 : Deformacije εt in |εc| v odvisnosti od momenta M0.
je posledica progresivnega racˇunanja σ−ε diagrama, kjer so vrednosti v trenutnem inkrementu
odvisne od vrednosti iz vseh prejsˇnjih inkrementov. Posledicˇno je lahko premajhna vrednost
v prejsˇnjem inkrementu kompenzirana s preveliko vrednostjo v naslednjem inkrementu [3].
Zaradi tovrstne znacˇilnosti uporabljene metode je smiselno izracˇunati povprecˇje sosednjih pa-
rov tocˇk (ang. successive averages), kar kompenzacijo odstopanja med inkrementi nekoliko
zmanjsˇa. Na sliki 10 je prikazana povprecˇena σ− ε krivulja iz krivulje, prikazane na sliki 9
ter σ− ε krivulja dolocˇena iz nateznega testa. Povprecˇena krivulja je vidno bolj zvezna ter se
dobro ujema z rezultati nateznega testa, kar potrjuje kredibilnost predstavljene metode. Potr-
dimo lahko tudi trditev iz prejsˇnjega poglavja, da je material bolj tog v tlacˇnem obmocˇju, kar je
razvidno iz σ− ε zveze, prikazane na sliki 10.
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Slika 9 : σ− ε diagram dolocˇen na podlagi upogibnega testa.
Slika 10 : Primerjava σ− ε diagramov, dobljenih s pomocˇjo nateznega in upogibnega testa;
meritve slednjih so obdelane z drsecˇimi povprecˇji.
5 Zakljucˇki
Zveza med osno napetostjo in osno deformacijo pri enoosnem napetostnem stanju je ena izmed
fundementalnih lastnosti vsakega materiala. Natezni del σ− ε krivulje ponavadi dolocˇamo z
nateznimi testi, tlacˇni del pa s tlacˇnimi testi, ki pa so lahko problematicˇni s stalisˇcˇa izvedbe
(stabilnostni problem, oblika preizkusˇanca, trenje v kontaktih). V tem delu je pokazano, da
lahko celotno σ− ε krivuljo dolocˇimo na podlagi sˇtiri tocˇkovnega upogibnega preizkusa, kjer
ni posebnih tezˇav s stabilnostjo ali trenjem med kontakti, uporabimo pa lahko kar preizkusˇanec
za natezni preizkus, kar predstavlja dobro alternativo tlacˇnemu preizkusu.
- 7 -- 133 -
Kuhljevi dnevi 2020
Literatura
[1] H. Herbert, U¨ber den Zusammenhang der Biegungselastizita¨t des Gusseisens mit seiner
Zug-and Druckelastizita¨t (On the connection between bending deformation and tension
and compression deformation for cast iron), Mitt. und Forschungsarb. Veb. deut. Mitt. und
Forschungsarb. Veb. deut. Ing, 89, 39-81, 1910.
[2] R. A. Mayville and I. Finnie, Uniaxial stress-strain curves from a bending test. Experimen-
tal Mechanics 22.6, 197-201, 1982.
[3] V. Laws, Derivation of the tensile stress-strain curve from bending data. Journal of Mate-
rials Science 16.5, 1299-1304, 1981.
[4] H. Schreier, J. J. Orteu, M. A. Sutton, Image correlation for shape, motion and deformation
measurements: Basic concepts, theory and applications. Vol. 1. Boston, MA: Springer-
Verlag US, 2009.
- 8 -- 134 -
SLOVENSKO DRUSˇTVO ZA MEHANIKO
SRECˇANJE KUHLJEVI DNEVI 2020
Razvoj hibridne metode akusticˇne holografije v okviru
metodologije dinamicˇnega podstrukturiranja
Domen Ocepek1 , Gregor Cˇepon1 in Miha Boltezˇar1
Development of fully hybrid nearfield acoustic holography
method using a dynamic substructuring approach
Povzetek. Iz zveze med tlakom fluidnih delcev in njihovo hitrostjo je mocˇ rekonstruirati polje po-
mikov, kar akusticˇno holografijo umesˇcˇa med alternative konvencionalnim merilnim metodam za
merjenje vibracijskega odziva strukture. Znacˇilnost tako dobljenega odzivnega modela je visoka
prostorska locˇljivost ob nekoliko manjsˇi natancˇnosti izmerjenega polja pomikov. V nadaljevanju
je predstavljen razvoj nove hibridne metode akusticˇne holografije, katere namen je zmanjsˇati do-
vzetnost le-te na okolisˇki sˇum. Postopek temelji na uporabi metod dinamicˇnega sklapljanja, ki
omogocˇajo zdruzˇevanje ekvivalentnih odzivnih modelov identicˇne strukture.
Abstract. Reconstructed displacement field can be estimated by knowing the relation that con-
nects source sound pressure field and particle velocity using nearfield acoustic holography. The
method serves as alternative to conventional measuring methods to obtain the vibration response of
the structure. Method offers high spatial resolution however it is highly sensitive to background no-
ise. A novel methodology for improved estimation of structural response from acoustic holography
is proposed by using dynamic substructuring methodology. Method of mixing equivalent response
models is used to enable integration of dynamic models of the same structure into one hybrid model.
1 Uvod
Akusticˇna holografija v blizˇnjem polju (ang. Nearfield Acoustic Holography, NAH) je orodje
za rekonstrukcijo akusticˇnega prostora na osnovi znanega tlacˇnega polja (holograma), izmerje-
nega na povrsˇini, ki je vzporedna zvocˇnemu viru. Osnovna implementacija metode NAH [1]
temelji na obdelavi valovnega spektra, ki ga dobimo z Fourierjevo transformacijo holograma.
Glavna slabost metode je izpostavljenost okolisˇkim dejavnikom. Tuji zvocˇni viri v izmerjen
odziv vnesejo dinamske lastnosti, ki niso strukturne narave. Popacˇenje izvira tudi iz slabe
1 LADISK, Fakulteta za strojnisˇtvo - Univerza v Ljubljani
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pogojenosti problema inverzne akustike. V kolikor amplitude zvocˇnih valov padejo pod nivo
okolisˇkega sˇuma, v postopku rekonstrukcije zvocˇnega polja ojacˇamo sˇum in ne koristnih in-
formacij o zvocˇnem viru. Z ustreznim filtriranjem popacˇenih valovnih sˇtevil [2] njihov vpliv
na rezultat v veliki meri zmanjsˇamo. Vsi ti dejavniki vplivajo na konsistentnost izmerjenega
odziva strukture v obliki frekvencˇnih prenosnih funkcij (FPF). S ciljem zmanjsˇati dovzetnost
metode NAH na okolisˇki sˇum je v tem delu predlagana nova hibridna metoda NAH. Ta temelji
na metodah dinamicˇnega podstrukturiranja (ang. Dynamic Substructuring, DS) [3], ki predvide-
vajo delitev obsezˇnih struktur na manjsˇe podsisteme, njihovo neodvisno analizo in zdruzˇevanje
v celotno strukturo. Posebna veja DS se osredotocˇa na sklapljanje ekvivalentnih modelov, t.
j. odzivnih modelov iste strukture. Metoda SEMM (ang. System Equivalent Model Mixing)
[4] je definirana v frekvencˇni domeni in omogocˇa sklapljanje dveh ekvivalentnih modelov, pri-
dobljenih z eksperimentalnim postopkom ali numericˇno metodo. Rezultat je hibridni model,
ki podeduje dobre lastnosti obeh vhodnih modelov: gosto diskretizacijo na prostostne stopnje
(PS) in natancˇne dinamske lastnosti. V tem delu je predstavljena uporaba SEMM-a za potrebe
identifikacije konsistentnega odziva strukture in ublazˇitve vplivov popacˇitve rekonstruiranega
polja pomikov. Nova metodologija je predstavljena na eksperimentalnem primeru.
2 Teoreticˇna izhodisˇcˇa
2.1 Akusticˇna holografija v blizˇnjem polju
Hologram iz cˇasovne in prostorske domene transformiramo v frekvencˇno domeno in domeno
valovnega sˇtevila ter v nadaljevanju obravnavamo valovni spekter v odvisnosti od konstantne
frekvence fi. Diskretna frekvenca nam definira valovno sˇtevilo:
k =
2pi fi
c0
, (1)
ki uposˇteva hitrost zvoka v mediju c0. Izmerjeni valovni spekter na razdalji zh preslikamo na
poljubno vzporedno ravnino v polprostoru, ki ga omejuje ravnina zvocˇnega vira pri z = 0 [1]: 2
p˜(kx,ky,z) = p˜(kx,ky,zh)ejkz(z−zh). (2)
V enacˇbi (2) uposˇtevamo kompleksno definicijo valovnega sˇtevila v smeri normale ravnine
zvocˇnega vira kz kot funkcijo valovnih sˇtevil kx in ky:
kz =

√
k2− k2x − k2y , k2x + k2y ≤ k2,
j
√
k2x + k2y − k2, k2x + k2y > k2.
(3)
V primeru, ko velja k2x +k
2
y ≤ k2, imamo opravka z ravninskim valom, ki se mu z oddaljenostjo
z od izvora zvoka spreminja faza in jo v postopku preslikave ustrezno spremenimo. Zvocˇni
val, za katerega velja k2x + k
2
y > k
2, je evanescentni val, ki mu amplituda zvocˇnega tlaka pada
eksponentno z oddaljenostjo z in jo v procesu preslikave ojacˇamo. Na osnovi izmerjenega
2 Simbol˜se nanasˇa na velicˇino v frekvencˇni domeni.
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valovnega spektra in transformacije iz domene valovnega sˇtevila v prostorsko domeno, lahko
izrazimo hitrost na poljubni ravnini z v polprostoru:
·˜
wz(x,y,z) = F −1x F −1y
(
kz
µc0k
p˜(kx,ky,zh)ejkz(z−zh)
)
, (4)
kjer z µ uposˇtevamo gostoto akusticˇnega medija. Za z = 0 rekonstruiramo polje hitrosti na
ravnini zvocˇnega vira.
2.2 Pregled LM-FBS metode sklapljanja
V pregledu dinamicˇnega sklapljanja predpostavimo, da so strukture linearne in da so njihove
masne, togostne in dusˇilne lastnosti neodvisne od cˇasa in stanja sistema [3]. Enacˇba (5) predsta-
vlja sistem enacˇb nesklopljenega sistema v frekvencˇni domeni. Poleg gibalne enacˇbe definiramo
sˇe kompatibilnostne in ravnotezˇne pogoje. Kompatibilnostni pogoji, ki definirajo odvisnost PS,
so v primeru togih povezav izrazˇeni z enacˇbo (6). Ravnotezˇne pogoje izrazimo z enacˇbo (7).
Z(ω)u(jω) = f(ω)+g(ω), (5)
Bu(ω) = 0, (6)
LTg(ω) = 0. (7)
Impedancˇna matrika Z vsebuje dinamicˇne togosti za vse podstrukture. Vektorji u, f in g predsta-
vljajo kompleksne amplitude odziva, zunanjih sil in povezovalnih sil. Matriki B in L zagotovita
enakost pomikov in ravnotezˇje sil v sovpadajocˇih PS podstruktur. Cˇe notranje povezovalne sile
nadomestimo z Lagrangeovimi multiplikatorji λ, dobi enacˇba (7) obliko: 3
−LTBTλ = 0, kjer je g =−BTλ. (8)
Sistem enacˇb (5), (6) in (8) resˇimo za u, kjer z Y oznacˇimo sklopljeno pomicˇnost: 4
u =
[
Y−YBT
(
BYBT
)−1
BY
]
f = Yf, Y = Y−YBT
(
BYBT
)−1
BY. (9)
2.3 Metoda SEMM
SEMM je postopek sklapljanja ekvivalentnih odzivnih modelov sistema, ki so pridobljeni na
osnovi razlicˇnih metod (z eksperimentalnim postopkom ali numericˇnim modelom) [4]:
• Glavni model (ang. parent model, slika 1a) podaja nabor velikega sˇtevila PS hibridnega
modela, a vanj ne vnese dinamskih lastnosti.
• Prekrivni model (ang. overlay model, slika 1b) v hibridni model posreduje natancˇne
dinamske lastnosti obravnavane strukture zgolj v manjsˇem naboru PS.
3 Za potrebe preglednosti zapisa je v nadaljevanju izpusˇcˇena odvisnost od spremenljivke krozˇne frekvence.
4 Obicˇajno pri eksperimentalni modalni analizi merimo razmerje pomika odziva in vzbujevalne sile, imenovano
podajnost. Podajnosti posameznih podstruktur zdruzˇimo v admitancˇno matriko, Y. Velja Y, Z−1.
- 3 -- 137 -
Kuhljevi dnevi 2020
• Odstranjeni model (ang. removed model, slika 1c) je v sˇtevilu PS ekvivalenten prekriv-
nemu modelu in definira dinamske lastnosti, ki jih zˇelimo odstraniti iz glavnega modela.
• Hibridni model (ang. hybrid model, slika 1d) je rezultat sklopitve vseh treh modelov.
(a)
+
(b)
-
(c)
=
(d)
Slika 1 : Prikaz modelov, uporabljenih v metodi SEMM: a) glavni model Ypar, b) prekrivni
model Yov, c) odstranjeni model Yrem, d) hibridni model YSEMM.
PS glavnega modela locˇimo na notranje i (ang. internal) in zunanje b (ang. boundary). Pre-
krivni in odstranjeni model vsebujeta dinamski odziv zgolj v notranjih PS. Slednji je formiran
neposredno iz glavnega modela:
Ypar ,
[
Yii Yib
Ybi Ybb
]par
, Yov ,
[
Ybb
]ov
, Yrem ,
[
Ybb
]par
. (10)
Hibridni model dobimo z zdruzˇitvijo vseh treh modelov iste strukture (enacˇba (5)):Zpar 0 00 −Zrem 0
0 0 Zov

upar
urem
uov
=

f par
f rem
f ov
−

gpar
grem
gov
 . (11)
Sklopljen sistem mora slediti ravnotezˇnim (enacˇba (8)) in kompatibilnostnim pogojem (enacˇba
(6)), kjer matrika B dobi obliko:
B,
[
Bpar Brem Bov
]
=
[
0 -I I 0
0 0 -I I
]
. (12)
Sklopljeno impedanco lahko sedaj izracˇunamo z enacˇbo (9). Celoten postopek sklapljanja ek-
vivalentnih modelov zapisˇemo v obliki enovrsticˇne formulacije:
YSEMM = [Y]par−
[
Yib
Ybb
]par (
Yrem
)−1(Yrem−Yov)(Yrem)−1[Ybi Ybb]par. (13)
3 Metode dela
3.1 Hibridna metoda akusticˇne holografije
Natancˇnost izmerjenega odziva strukture, ki ga dobimo po metodi NAH, je mocˇno pogojena s
prisotnostjo tujih zvocˇnih virov in okolisˇkega sˇuma. Nekonsistentnosti v odzivu odpravimo na
nacˇin, da v postopek procesiranja signala meritve po metodi NAH vkljucˇimo korak, ki temelji
na sklapljanju ekvivalentih modelov. Predlagana hibridna metodologija sestoji iz naslednjih
korakov, ki so shematsko prikazani na sliki 2:
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1. Identifikacija odziva strukture z metodo NAH. Na osnovi izmerjenega akusticˇnega tlacˇne-
ga polja preko enacˇbe (4) vrednotimo hitrost na povrsˇini nihajocˇe strukture. Popacˇenje
rekonstruiranega hitrostnega polja omilimo z uporabo primernega filtrirnega okna [2]. Z
znano vzbujevalno silo nato izracˇunamo FPF-je v vseh notranjih in zunanjih PS. Dodatno
izboljsˇamo razmerje koristnega signala in sˇuma tako, da povprecˇimo vecˇje sˇtevilo me-
ritev. Ta odzivni model uporabimo za formiranje glavnega in odstranjenega modela za
potrebe metode SEMM (enacˇba (10)).
2. Identifikacija odzivnega modela z laserskim vibrometrom v zunanjih PS. Ta odziv nam
sluzˇi za formiranje prekrivnega modela (enacˇba (10)). Zaradi neposrednega merjenja
strukturnih vibracij odziv ne vsebuje motilnih akusticˇnih dejavnikov.
3. Sklopitev identificiranih odzivnih modelov v hibridni model z uporabo metode SEMM
(enacˇba (13)).
+_ =
parY remY ovY SEMMY
O
d
zi
v
b
b
vz
b
bb1
bbp
..
.
O
d
zi
v
ib1
ib
b
b
vz
b
bb1
bbp
..
.
..
.
n-p
O
d
zi
v
ib1
ib
b
b
vz
b
bb1
bbp
..
.
..
.
n-p
O
d
zi
v
ib1
ib
b
b
vz
b
bb1
bbp
..
.
..
.
n-p
Slika 2 : Shematski prikaz predlagane hibridne metode akusticˇne holografije.
3.2 Eksperiment
Predlagano metodologijo smo testirali na strukturi, prikazani na sliki 3a. Struktura je bila
polozˇena na brezmasno elasticˇno podlago, s cˇimer smo simulirali proste robne pogoje. Za
vzbujanje strukture smo uporabili nakljucˇni signal. Vzbujevalno silo smo aplicirali z elekt-
rodinamicˇnim stresalnikom LDS V101 in merili s silomerom Dytran 1022V. Odzivni model,
ki bazira na metodi NAH smo izmerili v gluhi komori z mrezˇo mikrofonov tipa PCB 378B02
(slika 4a) v 1024 diskretnih tocˇkah. Odzivu je bila z zunanjih tocˇkovnim zvocˇnim virom dodana
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tonalna akusticˇna motnja pri frekvenci 1800 Hz, s cˇimer smo ponazorili tezˇave pri zajemanju
akusticˇnega odziva objektov. Obravnavani frekvencˇni razpon sega od 200 Hz do 3200 Hz in
vsebuje prvih 6 lastnih frekvenc strukture.
(a)
Glavni model
Vzbujevalna točka
Referenčna točka
Prekrivni model
x
y
z
115 mm
12,5 mm
12
,5
 m
m
90
 m
m
(b)
Slika 3 : Testna struktura: a) dimenzije, b) diskretizacija merjene povrsˇine.
Z opisano konfiguracijo smo izmerili odziv v 63 diskretnih tocˇkah na zgornji povrsˇini strukture
(slika 3b). Odziv smo zbrali v admitancˇno matriko, ki nam predstavlja glavni model za potrebe
metode SEMM. Nadalje smo v treh diskretnih tocˇkah (slika 3b) odziv izmerili z laserskim
vibrometrom Polytec PDV-100, kar je prikazano na sliki 4b. Ta odziv v obliki admitancˇne
matrike smatramo za prekrivni model metode SEMM.
Mreža mikrofonov
Stresalnik Zajem
signalov
Zvočnik
Struktura
(a)
Struktura
Laser
(b)
Slika 4 : Izvedba eksperimenta: a) NAH, b) laser.
4 Rezultati
Na sliki 5 primerjamo odziv, izmerjen po metodi NAH, z referencˇno meritvijo. Dobro identifi-
ciramo polozˇaje resonancˇnih vrhov (lastne frekvence strukture), se pa ti od reference razlikujejo
v natancˇnosti amplitude. V splosˇnem je natancˇnost metode mocˇno odvisna od tocˇnosti geome-
trije mrezˇe mikrofonov. To je tudi razlog za slabo identifikacijo antiresonanc, saj posamezni
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mikrofon zajame prispevek vibracij plosˇcˇe v sˇirsˇi okolici diskretne tocˇke. Pri analizi faze opa-
zimo, da je ta dobro identificirana v okolici resonancˇnih obmocˇij, odstopanja pa se pojavijo na
mestih slabsˇe izmerjenih antiresonanc.
Pri analizi odziva hibridnega modela (slika 5) opazimo, da ta podeduje obliko glavnega modela,
pri cˇemer rahlo popravi amplitude FPF-ja. Resonancˇna obmocˇja hibridnega modela in refe-
rencˇne meritve se vizualno dobro ujemajo, kar je dodatno prikazano na linearni skali za izbrane
frekvencˇne intervale. Opazimo, da iz hibridnega odstranimo sinteticˇno inducirani vrh, kar ve-
lja za vse PS obravnavane strukture. Faza hibridnega modela nakazuje dobro konsistentnost z
referenco, predvsem v resonancˇnih obmocˇjih.
200 500 1000 1500 2000 2500 3000 3200
f [Hz]
10−9
10−7
10−5
|Y
|[
m
/N
]
(a)
200 500 1000 1500 2000 2500 3000 3200
f [Hz]
-pi
10−9
pi
6
Y
[ra
d]
0
(b)
Slika 5 : FPF za referencˇno tocˇko: a) amplituda, b) faza. NAH ( ), hibridni model ( ),
referencˇna meritev ( ).
Objektivno primerjavo FPF-jev odzivnega modela in referencˇne meritve izvedemo na osnovi
koherencˇnega kriterija, ki izkazuje konsistentnost odziva Y z referencˇno meritvijo Yref. 5
coh =
1
N
N
∑
k=1
coh( fk) =
1
N
N
∑
k=1
(
Y ( fk)+Yref( fk)
)(
Y ∗( fk)+Y ∗ref( fk)
)
2
(
Y ∗( fk)Y ( fk)+Y ∗ref( fk)Yref( fk)
) , (14)
5 Vrednosti koherencˇnega kriterija blizu 1 nakazujejo dobro ujemanje odziva z referencˇno meritvijo.
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kjer simbol * predstavlja konjugirano vrednost kompleksnega sˇtevila. Koherencˇni kriterij vre-
dnotimo za okolico posamezne lastne frekvence, tako za odzivni model po metodi NAH, kot
tudi hibridni model. Rezultati so prikazani na sliki 6. Opazimo trend povecˇanja vrednosti ko-
herencˇnega kriterija hibridnega modela napram metodi NAH.
f1 f2 f3 f4 f5 f6
lastna frekvenca
0.5
1
co
h
[/
]
0.91 0.96 0.9
0.76
0.96
0.65
0.99 1.0 0.99
0.86
0.98 0.99
NAH SEMM-NAH
Slika 6 : Vrednosti koherencˇnega kriterija metode NAH in hibridnega modela v referencˇni
tocˇki za okolico posamezne lastne frekvence.
5 Zakljucˇki
V delu je predstavljena metodologija za zajem konsistentnega odziva strukture na osnovi me-
tode NAH. Odziv, izmerjen po metodi NAH, je podvrzˇen vplivom slabe pogojenosti problema
in prisotnosti okolisˇkih zvocˇnih virov, posledica cˇesar je nekonsistentnost izmerjenih FPF-jev.
Za odpravo le-teh je predlagan hibridni postopek, ki temelji na metodi SEMM. Identificirana
sta dva odzivna modela iste strukture. Prvi model se imenuje glavni model in temelji na me-
todi NAH. Temu modelu je dodana tonalna akusticˇna motnja, ki ponazarja realne pogoje pri
opravljanju akusticˇnih meritev. Drugi (prekrivni) model je natancˇna in zanesljiva meritev, opra-
vljena z laserskim vibrometrom. Rezultat sklopitve obeh odzivnih modelov je hibridni model,
ki prevzame gosto diskretizacijo glavnega modela in natancˇne dinamske lastnosti prekrivnega
modela. Hibridni model izkazuje dobro konsistentnost z referencˇno meritvijo v celotnem fre-
kvencˇnem obmocˇju. S sklopitvijo iz hibridnega modela odstranimo tudi vsiljene vrhove.
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Nastanek omrežja iz ogljikovih nano-cevk ter njegov vpliv na 
fizikalne lastnosti nano-kompozitov polietilena 
Alen Oseli1, Lidija Slemenik Perše1 
Formation of carbon nanotube network and its effect on the 
physical properties of polyethylene nanocomposites 
Povzetek. V okviru raziskave smo opazovali formacijo omrežja iz eno-stenskih 
ogljikovih nano-cevk v polietilenu nizke in visoke gostote (LDPE in HDPE) ter z njim 
pogojene mehanizme, ki vplivajo na fizikalne lastnosti (reološke, termične in mehanske) 
tovrstnih polimerov. Omrežje smo izpostavili ne-destruktivnemu plazemskemu jedkanju, s 
pomočjo katerega smo odkrili predvsem tokovno usmerjene snope, ki jih ne moremo 
mehansko ločiti (popolnoma razdreti ali erodirati). Reološke raziskave so pokazale, da se 
omrežje ogljikovih nano-cevk v LDPE nano-kompozitih vzpostavi pri koncentraciji 
~0,3 % ter v HDPE nano-kompozitih pri ~0,2 %. Vzpostavitev omrežja je vplivala tudi 
na termične lastnosti, saj je upočasnila kinetiko taljenja in kristalizacije. To je bilo opaženo 
s premikom temperatur faznih prehodov k višjim oz. nižjim vrednostim. Poleg omenjenega 
je vzpostavitev omrežja močno izboljšala mehanske lastnosti, predvsem pri prenosu 
zunanjih sil iz matričnega materiala na nano-polnilo. S pomočjo rezultatov smo preko 
Youngovega modula 𝐸𝑡 opazili perkolacijski prag, ki izkazuje, da je mehanska ojačitev 
vezana tudi na prepletenost omrežja v matričnem materialu.  
Abstract. Within the scope of the research the network formation of single-walled 
carbon nanotubes was observed in low- and high density polyethylene (LDPE and HDPE). 
The network formation was associated to under-laying mechanisms that affect physical 
properties (rheological, thermal, mechanical) of such materials. The exposure of the 
network to non-destructive plasma etching technique revealed that the structure of the 
composites consisted mainly of melt flow oriented bundles, which cannot be mechanically 
separated (ruptured or eroded). Rheological characterization revealed that the network in 
LDPE nano-composites is established at the concentration of ~0,3 % and in HDPE nano-
composites at ~0,2 %. Moreover, the established network affected thermal properties, 
where melting and crystallization kinetics were slowed down, which was observed by 
shifting the phase transition temperature to higher and lower values, respectively. In 
addition, the established network profoundly improved mechanical properties, mainly 
related to the transfer of external forces from the matrix material to the nano-filler. 
                                                     
1 Fakulteta za strojništvo, Univerza v Ljubljani, Aškerčeva ulica 6, 1000 Ljubljana, Slovenija 
- 143 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 2 - 
Considering that percolation threshold was observed in Young’s modulus, we can conclude 
that the mechanical reinforcement was also related to the entanglement of the network in 
the matrix material. 
1 Uvod 
Ogljikove nano-cevke (v nadaljevanju CNT) predstavljajo revolucijo na področju polimernih 
nano-kompozitov, saj jim njihova inherentna geometrijska konfiguracija (anizotropna cevnata 
oblika) omogoča, da pri majhnih koncentracijah (od ~1% do ~5% volumskega deleža) 
formirajo naključno omrežje, ki za več velikostnih razredov spremeni fizikalne lastnosti (npr. 
izboljšanje mehanske ojačitve), hkrati pa vzpostavi tudi novo funkcionalnost/uporabnost 
materiala (npr. prehod iz izolatorja v prevodnik) [1].  
Iz obstoječih raziskav je razvidno, da vzpostavljeno CNT omrežje v polimerni talini 
opredeljuje končne lastnosti (vedenje) nano-kompozita [2]. Formacija omrežja je v prvi vrsti 
odvisna od koncentracije CNT v polimernem materialu, kot tudi od njihove geometrije, t.j. 
razmerja med dolžino in premerom. Vzpostavitev omrežja je opredeljena s tako imenovanim 
perkolacijskim pragom, ki je določen kot volumski (ali masni) delež CNT (v povezavi s 
koncentracijo), pri katerem cevke ne morejo prosto rotirati v mediju, t.j polimerni talini (v 
povezavi z geometrijo). Pri nizkih koncentracijah nano-polnila (pod perkolacijskim pragom), 
CNT delujejo kot prosto rotirajoče samostojne entitete, kar je posledica difuzijskih in 
hidrodinamskih sil. Pri višjih koncentracijah nano-polnila (nad perkolacijskim pragom), CNT 
ne morejo prosto rotirati, saj jim to onemogočajo sosednje cevke zaradi njihove geometrijske 
anizotropije. V tem pol-razredčenem režimu se tako CNT povežejo v omrežja, ki izkazujejo 
globalne interakcije med nano-delci po celotnem materialu (interakcije dolgega dosega). 
Cevke ne delujejo samo na matrični material, temveč tudi med seboj, kar bistveno spremeni 
končno vedenje materiala.  
Glede na to, da v literaturi ni zaslediti neposrednih povezav med nanoskopskimi mehanizmi 
in makroskopskimi odzivi nano-kompozitov smo v predstavljenem delu s pomočjo 
nedestruktivnih metod opazovali formacijo omrežja iz eno-stenskih ogljikovih nano-cevk v 
polietilenu nizke in visoke gostote (LDPE in HDPE) ter z omrežjem pogojene temeljne 
mehanizme, ki vplivajo na končne (fizikalne) lastnosti, t.j. reološke, termične in mehanske, 
tovrstnih materialov. 
2 Eksperimentalni del 
2.1 Materiali in polnila 
V sklopu raziskav smo kot matrični material uporabili dva komercialno dostopna polimerna 
materiala, ki sta namenjena za pripravo nano-kompozitov. Prvi je bil polietilen nizke gostote - 
LDPE (DOW LDPE 780E NATURAL), dobavljen iz podjetja Dow Chemical Company, 
medtem ko je bil drugi polietilen visoke gostote - HDPE (HDI2061 NATURAL), dobavljen iz 
podjetja Braskem Idesa. Za nano-polnilo smo uporabili komercialno dostopne eno-stenske 
ogljikove nano-cevke - SWCNT v obliki mešanice (Tuball matrix 801), dobavljene od 
proizvajalca OCSiAl. SWCNT mešanica je vsebovala 10% CNT in 90% polietilena nizke 
molekulske mase - LMWPE. Glede na specifikacije proizvajalca, je bil povprečni premer cevk 
𝑑SWCNT ≈ 1,6 nm, njihova dolžina pa 𝑙SWCNT ≈ 5 μm. 
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2.2 Priprava nano-kompozitov 
Nano-kompoziti so bili pripravljeni v dveh fazah. V prvi fazi smo uporabili dvo-vijačni 
ekstrudor Haake MiniLab za pripravo mešanice polimera in cevk, medtem ko smo v drugi fazi 
uporabili napravo za injekcijsko brizganje Haake MiniJet, ki je služila za pripravo vzorcev za 
karakterizacijske teste. 
Tekom prve faze (t.j. mešanje taline) smo 6 g mešanice LDPE ali HDPE/Tuball 801, ki je 
vsebovala od 0% do 1% cevk (po masi), mešali 10 min v ekstrudorju pri temperaturi 220°C. 
Pri doziranju, ki je trajalo 1 min, smo vrtljaje polža nastavili na 100 min-1, kasneje, pri mešanju, 
ki je trajalo 9 min, pa smo vrtljaje povišali na 200 min-1. Glede na navodila proizvajalca smo 
pri mešanju uporabili visoko temperaturo, t.j. 220°C, ki je zagotavljala boljšo disperzijo nano-
polnila v matričnem materialu. Uporabljena hitrost mešanja, t.j. 200 min-1, pa glede na 
literaturo zagotavlja manjše število ne-razbitih oz. erodiranih primarnih aglomeratov, ki 
ostanejo v nano-kompozitu. Izkaže se, da se pri izbrani hitrosti število primarnih aglomeratov 
izravna tako, da jih ostane ~ 1% površinskega deleža) [3]. 
V drugi fazi, t.j. injekcijsko brizganje, smo talino mešanice polimera in CNT transportirali v 
napravo za injekcijsko brizganje, katere temperaturo smo nastavili na 180°C. Talino smo nato 
brizgali v orodje, katerega temperatura je bila nastavljena na 45°C. Tlak brizganja je bil za 
10 s nastavljen na 500 bar, naknadni tlak pa je dodatnih 10 s znašal 150 bar. Glede na navedeno 
smo temperaturo zmanjšali iz 220°C na 180°C ter s tem onemogočili re-agregacijo oziroma 
formacijo sekundarnih aglomeratov (snopov, grozdov, itd.) med cikli brizganja [4]. Za 
mehansko in reološko analizo smo pripravili dve različni geometriji vzorcev, to so bili vzorci 
v obliki kosti (ISO 527 tip 1B) [5] in diski (d = 25 mm in t = 1,5 mm), pri čemer smo vzorce 
kosti uporabili tudi pri elektronski mikroskopiji in termični analizi. Vzorci so bili označeni kot 
LDPE-𝛷m ali HDPE-𝛷m, kjer 𝛷m predstavlja masni delež (v %) CNT v matričnem materialu. 
2.3 Karakterizacijske metode 
Morfologijo oblikovanega omrežja znotraj pripravljenih nano-kompozitov smo posneli z 
vrstičnim elektronskim mikroskopom - SEM Jeol JSM 7600F. Formirano omrežje smo 
izpostavili ne-destruktivni metodi plazemskega jedkanja, pri čemer je bila ustvarjena radio 
frekvenčna (RF) plazma pri 150 W v kisikovi atmosferi in vakumu 35 Pa. Omrežje je bilo na 
vzorcih razkrito po 20 ciklih plazemskega jedkanja, pri čemer je bil vsak cikel izpostavljen 
30 s plazemskemu pulzu z 10 s premorom. 
Reološke lastnosti smo določili s tokovnimi testi na rotacijskem reometru Anton Paar 
MCR 302, z uporabo senzorskega sistema plošča-plošča s premerom 25 mm in režo 1 mm 
(PP25/1). Vsi testi so bili izvedeni pri konstantni temperaturi 150°C, pri čemer je bila talina 
obremenjena s strižno napetostjo po trikotni metodi v območju strižne napetosti od 1 Pa do 
104 Pa. Za reološko karakterizacijo smo uporabili občutno nižjo temperaturo, t.j. 150°C, ter s 
tem zmanjšali učinek ponovne agregacije cevk/snopov. Rezultati reoloških meritev 
predstavljajo povprečje 2-3 meritev, medtem ko napaka predstavlja maksimalno odstopanje 
od povprečne vrednosti. 
Termične lastnosti so bile določene z uporabo diferencialne skenirne kalorimetrije-DSC na 
napravi Mettler Toledo DSC-1. Meritve so bile izvedene v skladu s standardom ISO 11357 [6] 
v temperaturnem območju od 0°C do 150°C za LDPE ter od 0°C do 200°C za HDPE nano-
kompozite s hitrostjo segrevanja in ohlajanja 10°C/min. Rezultati predstavljajo povprečje 3 
meritev, medtem ko napaka predstavlja maksimalno odstopanje od povprečne vrednosti. 
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Mehanske lastnosti nano-kompozitov so bile določene z nateznimi testi na napravi Shimadzu 
AG-X. Vsi testi so bili izvedeni v skladu s standardom ISO 527 [5] pri sobni temperaturi in s 
hitrostjo 1 mm/min (do 0,25% deformacije) ter 5 mm/min (nad 0,25% deformacije). Rezultati 
predstavljajo povprečje 5 meritev, medtem ko napaka predstavlja maksimalno odstopanje od 
povprečne vrednosti. 
3 Rezultati in diskusija 
3.1 Morfologija omrežja iz ogljikovih nano-cevk 
Morfologijo nastalega omrežja znotraj matričnih materialov (LDPE in HDPE) smo proučevali 
s pomočjo elektronske mikroskopije (SEM) oziroma SEM mikrografov po plazemskem 
jedkanju brizganih vzorcev. 
Vzorčni primer plazemskega jedkanja in SEM analize prikazujejo mikrografi pri 2000x 
povečavi na LDPE in HDPE nano-kompozitih z 0,5% koncentracijo cevk (LDPE-0,5 in 
HDPE-0,5), slika 1. Iz mikrografov smo opazili, da omrežje v večini sestavljajo snopi in ne 
samostojne cevke. Omrežje je bilo bolje dispergirano pri HDPE, kjer so bili dobro vidni snopi 
s povprečnim premerom 𝑑snop−HDPE ≈ 104 nm in dolžino 𝑙snop−HDPE ≈ 6,8 μm, medtem ko 
so imeli pri LDPE snopi povprečni premer 𝑑snop−LDPE ≈ 120 nm in dolžino 𝑙snop−LDPE ≈
7,5 μm. Boljša dispergiranost omrežja pri HDPE nano-kompozitih je bila posledica višjih 
strižnih tokovnih napetosti med predelavo (𝜏HDPE = 105 kPa in 𝜏LDPE = 69 kPa). Poleg 
omenjenega rezultati nakazujejo, da snopov ni mogoče povsem mehansko ločiti zaradi močnih 
van der Waalsovih privlakov med cevkami oziroma nezadostnih strižnih obremenitev tekom 
predelave [7]. Pri koncentraciji 0,5% smo opazili tudi visoko urejenost snopov v smeri toka 
taline, ki je lahko rezultat tako tokovnih obremenitev kot tudi interakcij med snopi [8]. 
  
Slika 1: SEM mikrograf (2 000 × povečava) za a) LDPE-0,5 in b) HDPE-0,5. 
3.2 Reološke lastnosti 
Rezultate reološke karakterizacije predstavljajo tokovne krivulje LDPE in HDPE nano-
kompozitov, t.j. viskoznost v odvisnosti od strižne hitrosti (krivulje niso prikazane, bralce 
naslavljamo na ref. [8]). Te namreč vsebujejo pomembne informacije o formiranju omrežja ter 
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interakcijah med nano-polnilom in polimernimi verigami. Za pridobitev omenjenih informacij 
običajno opazujemo newtonsko viskoznost v območju nizkih strižnih obremenitev, t.j. ničelno 
strižno viskoznost 𝜂0, saj v tem območju zaradi nizkih obremenitev, SWCNT omrežje ostane 
nedotaknjeno.  
Pogosto nastanek omrežja spremljamo tudi preko relativne ničelne strižne viskoznosti 𝜂0,rel, 
ki je opredeljena kot razmerje med ničelno strižno viskoznostjo nano-kompozita 𝜂0,c ter 
viskoznostjo matričnega materiala 𝜂0,m: 
 𝜂0,rel =
𝜂0,c
𝜂0,m
 (1) 
Iz rezultatov 𝜂0,rel smo opazili dva režima; to sta razredčeni in pol razredčeni režim, ki ju 
ločimo s kritičnim masnim deležem Φm,c, imenovanim tudi reološki (geometrijski) 
perkolacijski prag, ki ga povezujemo z nastankom omrežja v nano-kompozitih, slika 2. Na tej 
točki je vzpostavljeno omrežje in prihaja do interakcij dolgega dosega, saj se relativna 
viskoznost močno poveča. Perkolacijski prag je bil tako za LDPE nano-kompozite opredeljen 
pri koncentraciji 𝛷m,c−LDPE ≈ 0,3 %, za HDPE nano-kompozite pa pri koncentraciji 
𝛷m,c−HDPE ≈ 0,2 %. Nad določenim pragom se je viskoznost LDPE nano-kompozitov 
povečala za ~3x, medtem ko se je pri HDPE nano-kompozitih zaradi boljše disperzije nano-
polnila v materialu (potrjeno tudi preko SEM mikrografov) povečala za ~7x. V primerjavi z 
literaturo je bil v primeru predstavljene raziskave opažen tudi znatno nižji perkolacijski prag 
(koncentracija < 0,5%), saj je v literaturi perkolacijski prag določen pri koncentraciji ~1%. To 
razliko pripisujemo višjemu razmerju med dolžino in premerom nano-polnila [9]. Iz rezultatov 
se pri primerjavi obeh polimernih matric opazi tudi nižja vrednost perkolacije pri HDPE nano-
kompozitih, kar je posledica nižje molekulske mase matričnega materiala (velikost molekule 
lahko ovira oblikovanje omrežja), ali pa višjega razmerja med dolžino in premerom snopov 
(velikost snopov omogoča hitrejšo geometrijsko prepletenost) [8]. 
  
Slika 2: Relativna ničelna strižna viskoznost 𝜂0,rel za a) LDPE in b) HDPE nano-kompozite.  
3.3 Termične lastnosti 
Rezultat termične karakterizacije predstavljajo termogrami hlajenja in (drugega) segrevanja 
LDPE in HDPE nano-kompozitov, t.j. toplotni tok v odvisnosti od temperature. Zaradi jasnosti 
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so te krivulje prikazane samo pri naslednjih koncentracijah: 0%, 0,5% in 1% masnega deleža 
CNT, slika 3. S pomočjo termogramov so bile določene temperature faznih prehodov 
(poudarek predvsem na taljenju in kristalizaciji), saj le-te omogočajo vpogled v morfološke 
spremembe matričnega materiala, ki so posledica nastajajočega SWCNT omrežja. 
Iz literature je znano, da CNT delujejo kot nukleacijski agent, kar pomeni, da material prične 
kristalizirati pri višjih temperaturah [10]. Glede na rezultate, prikazane na sliki 3a, se 
kristalizacija za vse LDPE in HDPE nano-kompozite prične ~3°C višje v primerjavi s čistim 
polimernim materialom (LDPE-0 in HDPE-0). Kljub temu smo opazili, da se je hitrost 
kristalizacije zmanjšala ter s tem premaknila vrh kristalizacije 𝑇c k nižjim vrednostim (~3°C). 
Razlog za zmanjšanje hitrosti kristalizacije je tako-imenovani omejevalni učinek, ki ga 
povzroča nastajajoče SWCNT omrežje, ki neposredno ovira kinetiko kristalizacije. Ne glede 
na to, pa smo preko termogramov opazili tekmovanje med nukleacijskim (povišanje 𝑇c) in 
omejevalnim (znižanje 𝑇c) učinkom, ki je bil bolj izrazit pri HDPE kot pri LDPE nano-
kompozitih, saj imajo slednji razvejane molekule ter s tem, grobo rečeno, manjšo verjetnost 
omejevanja. Poleg tega pa cevke vplivajo tudi na kinetiko taljenja, slika 3b. Za razliko od 
kristalizacije se je postopek taljenja pričel pri enaki temperaturi kot v primeru čistega materiala 
pri vseh obravnavanih nano-kompozitih. Ne glede na to, pa se zaradi omejevalnega učinka 
hitrost taljenja upočasni, kar se je posledično odrazilo v premiku vrha tališča 𝑇m k višjim 
temperaturam (~2°C).  
  
Slika 3: Termogrami LDPE in HDPE nano-kompozitov za a) ohlajanje in b) drugo 
segrevanje. 
3.4 Mehanske lastnosti 
Rezultate mehanske karakterizacije predstavljajo natezne krivulje LDPE in HDPE nano-
kompozitov, t.j. mehanska napetost v odvisnosti od deformacije (krivulje niso prikazane, 
bralce naslavljamo na ref. [8]). Da bi ocenili vpliv vzpostavljenega SWCNT omrežja na 
aktivno mehansko ojačitev, običajno analiziramo Youngov modul v območju nizkih 
deformacij, ki je opredeljen kot razmerje med napetostjo 𝜎 in deformacijo 𝜀: 
 𝐸t =
𝜎
𝜀
 (2) 
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Glede na rezultate, prikazane na sliki 4, se je v primeru predstavljene raziskave Youngov 
modul povečeval z masnim deležem nano-polnila tako pri LDPE, kot tudi pri HDPE nano-
kompozitih. Izboljšanje mehanskih lastnosti, t.j. Youngovega modula, je predvsem vezano na 
prenos sile iz matričnega materiala na nano-polnilo. Iz rezultatov smo določili oba praga 
perkolacije (podobno kot pri reoloških testih), t.j. pri koncentracijah 𝛷m,c−LDPE ≈ 0,3 % in 
𝛷m,c−HDPE ≈ 0,2 %, kar pomeni, da mehanska ojačitev ni vezana samo na prenos sile iz 
matričnega materiala na nano-polnilo, temveč tudi na prepletenost omrežja (govorimo o 
interakcijah med snopi), kar pa do sedaj ni bilo zaslediti v raziskavah obstoječe literature. 
Glavno razliko med LDPE in HDPE nano-kompoziti smo opazili tudi pri analizi absolutne 
spremembe Youngovega modula ∆𝐸t; ta je znašala ∆𝐸t−LDPE = 260 MPa pri LDPE nano-
kompozitih in ∆𝐸t−HDPE = 310 MPa pri HDPE nano-kompozitih. Višja sprememba ∆𝐸t pri 
HDPE nano-kompozitih je rezultat boljše disperzije formiranega omrežja, ki je bila potrjena 
tako s pomočjo SEM analiz kot tudi preko reoloških ter deloma termičnih lastnosti [11]. 
Čeprav so absolutne spremembe ∆𝐸t višje pri HDPE nano-kompozitih kot pri LDPE nano-
kompozitih, je relativna sprememba ravno nasprotna. Torej je ojačitev pri HDPE nano-
kompozitih ~30% pri LDPE nano-kompozitih pa ~230% in je vezana predvsem na nižje 
vrednosti Youngovega modula matričnih materialov. 
  
Slika 4: Youngov modul a) LDPE in b) HDPE nano-kompozitov.  
4 Zaključki 
V okviru predstavljene raziskave smo opazovali nastanek SWCNT omrežja v LDPE in HDPE 
nano-kompozitih ter z njim pogojene temeljne mehanizme, ki vplivajo na fizikalne lastnosti 
(reološke, termične in mehanske) tovrstnih materialov. Omrežje smo izpostavili 
nedestruktivnemu plazemskemu jedkanju, s pomočjo katerega je bilo pokazano, da omrežje 
sestavljajo predvsem usmerjeni snopi (in ne samostojne cevke) v toku taline, ki jih zaradi 
močnih van der Waalsovih privlakov ter nezadostne tokovne obremenitve ne moremo 
mehansko ločiti (popolnoma razdreti ali erodirati). Glede na reološke raziskave, s katerimi se 
pogosto opredeljuje vzpostavitev in konfiguracija omrežja, se je omrežje v LDPE nano-
kompozitih vzpostavilo pri Φm,c−LDPE ≈ 0,3 % (3x povečana absolutna vrednost viskoznosti) 
ter v HDPE nano-kompozitih pri Φm,c−HDPE ≈ 0,2 % (7x povečana absolutna vrednost 
viskoznosti), kar je bistveno spremenilo končne lastnosti (vedenje) materiala. Tako je 
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vzpostavitev omrežja vplivala tudi na termične lastnosti, saj je upočasnila kinetiko taljenja in 
kristalizacije (t.i. omejevalni učinek), kar smo opazili preko premika temperature faznih 
prehodov. Temperatura tališča 𝑇m se je tako premaknila k višjim temperaturam (~2°C) ter 
temperature kristalizacije 𝑇c k nižjim temperaturam (~3°C) tako pri LDPE kot tudi pri HDPE 
nano-kompozitih. Poleg omenjenega je vzpostavitev omrežja močno izboljšala tudi mehanske 
lastnosti, kar je vezano predvsem na prenos zunanjih sil iz matričnega material na nano-
polnilo. Glede na to, da je bil preko Youngovega modula 𝐸𝑡 določen perkolacijski prag (vezan 
na vzpostavitev omrežja), nad katerim se je 𝐸𝑡 močno povečal, lahko rečemo, da je mehanska 
ojačitev vezana tudi na prepletenost oziroma dispergiranost omrežja v matričnem materialu. 
Izkazalo se je, da so snopi CNT v HDPE nano-kompozitih bolje dispergirani, kar je bilo 
potrjeno tudi s SEM analizo in reološko karakterizacijo.  
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Numerično modeliranje kavitacije v Venturijevem 
mikrokanalu 
Peter Pipp1, Matevž Dular1 in Marko Hočevar1 
Numerical modeling of cavitation in the Venturi 
microchannel 
Povzetek. Na osnovi analize rezultatov eksperimentalnih meritev kavitacije, ki so bile 
opravljene v mikrokanalu in kjer je bila zaznana Kelvin-Helmholtzova nestabilnost, smo napravili 
numerično simulacijo kavitacije v Venturijevem mikrokanalu. Kavitacijo v mikrokanalu smo 
modelirali pri treh različnih pretokih, rezultati pa so služili kot podpora eksperimentalnim meritvam 
za boljše razumevanje dinamike kavitacije. Tudi v primeru numeričnih simulacij smo zaznali 
Kelvin-Helmholtzovo nestabilnost ter njeno povezavo s trganjem kavitacijskih oblakov. 
Abstract. Based on the analysis of the results of experimental cavitation measurements 
performed in the microchannel and where Kelvin-Helmholtz instability was detected, we made a 
numerical simulation of cavitation in the Venturi microchannel. Cavitation in the microchannel was 
performed at three different flows, and the results served as support for experimental measurements 
to better understand the dynamics of cavitation. Also, in the case of numerical simulations, we 
detected Kelvin-Helmholtz instability and its connection with the cavitation cloud shedding. 
1 Uvod 
Venturijev kanal je pogosto uporabljena geometrija namenjena raziskavam kavitacije, njenih 
pojavov ter učinkov oz. posledic njene prisotnosti. Manj pogosteje se uporabljajo Venturijevi 
mikrokanali z dimenzijami manjšimi od milimetra. Poznavanje dinamike kavitacije na 
mikroskali je ključnega pomena za aplikacije kot so vbrizgavanje goriva z injektorji ali 
čiščenje odpadnih voda. 
Z namenom raziskovanja uporabe kavitacije za čiščenje vode z odstranjevanjem onesnažil na 
mikroskali, je bila pripravljena merilna postaja z Venturijevim mikrokanalom. Na postaji so 
bile opravljene eksperimentalne meritve, kjer se je med drugim uporabila tudi hitra kamera za 
zajem kavitacije in opazovanje dinamike le-te. S podrobnejšo analizo rezultatov je bila 
zaznana Kelvin-Helmholtzova nestabilnost na zgornjem robu kavitacijske strukture, kar lahko 
vidimo prikazano na sliki 1. Slika prikazuje kavitacijski oblak, kjer svetli odtenki, zaradi 
osvetlitve merilne postaje z zadnje strani, predstavljajo vodo ter temni vodno paro. 
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Tako je bil namen dela opraviti numerično simulacijo kavitacije v mikrokanalu, kot podporo 
eksperimentalnim meritvam, s čimer bi dobili boljši vpogled dogajanja v mikrokanalu. Poleg 
tega pa je namen numeričnega modeliranja doseči tudi Kelvin-Helmholtzovo nestabilnost ter 
potrditi povezavo med omenjenim pojavom ter trganjem kavitacijskih oblakov v mikrokanalih. 
 
 
Slika 1: Kelvin-Helmholtzova nestabilnost kavitacije v Venturijevem mikrokanalu. 
 
2 Modeliranje kavitacije v mikrokanalih 
Za numerično modeliranje računalniške dinamike tekočin z metodo končnih prostornin, smo 
uporabili komercialno dostopen računalniški program ANSYS Fluent 2020 R1. Modelirali 
smo pojav kavitacije v Venturijevih mikrokanalih z dimenzijo grla 675 µm ter širino kanala 
450 µm, katerega prerez je prikazan na sliki 2. Tako vstop kot izstop v oz. iz kanala sta 
pravokotna na prerezno ravnino, pri čemer je vstop v kanal na levi in izstop na desni strani 
kanala na sliki 2. Konvergentni kot Venturijevega kanala meri 18° ter divergentni 10°. 
 
Slika 2: Geometrija Venturijevega mikrokanala 675x450 µm. 
 
2.1 Mreženje geometrije 
Zaradi lažjega obravnavanja primera in boljšega poteka računanja tekom modeliranja, smo 
problem obravnavali dvodimenzionalno. Tako smo vstop in izstop kanala ustrezno podaljšali, 
kot to prikazuje slika 3. Računska mreža je strukturirana, s konstantnim številom 50-ih celic 
po višini kanala. S tem je višina posamezne celice na mestu grla 13,5 µm. Celice se sorazmerno 
z geometrijo povečujejo, s povečanim razmerjem stranic dolžina/višina proti vstopu oz. 
izstopu kanala. Računska mreža s katero smo opravljali numerične simulacije, šteje 71.050 
elementov. Bližnji prikaz mreže grla mikrokanala je prikazan na sliki 4. 
vstop izstop 
3 cm 
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Slika 3: Geometrija računske domene mikrokanala. 
 
 
Slika 4: Bližnji prikaz mreže grla mikrokanala. 
 
2.2 Potek in nastavitev numerične simulacije 
Na podlagi meritev, smo kavitacijo v mikrokanalu modelirali pri treh različnih pretokih, in 
sicer 8, 10 ter 12 g/s. Na vstopu v računsko domeno smo predpisali ustrezno hitrost, 
preračunano iz omenjenih pretokov, medtem ko smo na izstopni strani predpisali absolutni tlak 
0,985 bar pri vseh treh primerih. Pri modeliranju nismo upoštevali stisljivosti vode in vodne 
pare, parametri katerih so bili vzeti pri temperaturi 20°C. 
Najprej smo izračunali simulacijo pri stacionarnih pogojih, rezultate katerih smo nato vzeli kot 
začetne pogoje za nadaljnjo nestacionarno simulacijo. Numerične simulacije so bile izvedene 
z uporabo časovno odvisnih Reynoldsovo povprečenih Navier-Stokesovih enačb. Upoštevana 
je bila homogena mešanica vode in vodne pare ter uporabljen je bil Schnerr-Sauer kavitacijski 
model [1], s tlakom uparjanja 2340 Pa. Za turbulentni model smo uporabili modificiran SST 
k-ω model, pri čemer smo uporabili korekcijo turbulentne viskoznosti, ki jo je predlagal 
Reboud et al. [2] ter Coutier-Delgosha et al. [3]. Modificirana turbulentna viskoznost je 
zapisana z enačbo (1), medtem ko je funkcija gostote definirana z enačbo (2), kjer indeksi k, 
p, m predstavljajo kapljevino, paro ter mešanico. Kot je predlagano s strani Coutier-Delgosha 
et al. [3], smo uporabili koeficient 𝑛 = 10. 
 
𝜇𝑡 = 𝑓(𝜌)
𝑘
𝜔
, (1) 
  
𝑓(𝜌) = 𝜌𝑝 +
(𝜌𝑚 − 𝜌𝑝)
𝑛
(𝜌𝑘 − 𝜌𝑝)
𝑛−1. (2) 
 
Za sklopitev tlaka in hitrosti smo uporabili PISO algoritem [4]. Prostorsko numerično 
diskretizacijo reševanja hiperboličnih parcialnih diferencialnih enačb za vse razen tlaka in 
prostorninskega deleža, smo uporabili t.i. Upwind shemo drugega reda [5], ki daje bolj točne 
rezultate z nekoliko večjo porabo računalniških virov napram shemi prvega reda. Za 
3 cm 
2 mm 
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diskretizacijo tlaka smo uporabili shemo PRESTO! [6] ter za izračun prostorninskih deležev 
Upwind shemo prvega reda [5]. 
Za konvergenčni kriterij smo izbrali velikost ostankov 10-5 iterativnega numeričnega reševanja 
posameznih enačb v vsakem časovnem koraku simulacije. Velikost časovnega koraka smo 
določili 1 µs ter predpisali omejitev 30-ih iteracij na časovni korak. Za posamezen pretok smo 
opravili 100 ms numeričnega modeliranja, pri čemer smo analizirali rezultate za zadnjih 50 ms 
numeričnih simulacij. 
3 Rezultati numeričnih simulacij 
V nadaljevanju so predstavljeni rezultati numeričnega modeliranja kavitacije v obravnavanem 
mikrokanalu. Kot je bilo že omenjeno, so srednje vrednosti ter standardne deviacije veličin 
izračunane za časovni interval zadnjih 50 ms numeričnega modeliranja, z vzorčenjem 1 µs. 
Slika 5 prikazuje srednje vrednosti absolutnega tlaka pri treh pretokih, iz česar lahko vidimo, 
kako se območje nižjega absolutnega tlaka povečuje s povečevanjem pretoka. Ob enem pa 
lahko vidimo tudi, da se območje konstantno nizkega tlaka pomika proti izstopu kanala, kar je 
še lepše vidno iz slike 6, kjer so prikazane standardne deviacije absolutnega tlaka. Iz slednjih 
rezultatov lahko vidimo tudi večje nihanje tlaka takoj za grlom Venturijevega kanala pri 
večjem pretoku, kar nakazuje na večje število implozij kavitacijskih mehurčkov ali pa so le-ti 
bolj siloviti. Velika odstopanja tlaka proti izstopu kanala pri večjih pretokih, lahko razložimo 
s tem, da je običajno tlak proti izstopu blizu tlaku okolice, razen ko mimo potuje kavitacijski 
oblak s povprečnim tlakom blizu tlaku uparjanja. Poleg tega pa se pri večjih pretokih kolapsi 
kavitacijskih oblakov odvijajo globlje proti izstopu kanala. Razlog za takšno odstopanje pa je 
lahko tudi eden ali več silovitejših kolapsov, velikostnega reda več 10 bar. Tlačne razlike med 
vstopom in izstopom so 3 bar pri 8 g/s, 5 bar pri 10 g/s ter 7 bar pri 12 g/s, kar dobro sovpada 
z rezultati meritev. 
 
 
Slika 5: Srednje vrednosti absolutnega tlaka pri pretoku a) 8 g/s, b) 10 g/s ter c) 12 g/s. 
 
[Pa] 
a) 
b) 
c) 
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Slika 6: Standardna deviacija absolutnega tlaka pri pretoku a) 8 g/s, b) 10 g/s ter c) 12 g/s. 
 
Iz rezultatov srednjih vrednosti ter standardnih deviacij absolutne hitrosti za različne pretoke, 
prikazanih na slikah 7 in 8, so pričakovano večje hitrosti na mestu grla mikrokanala pri večjih 
pretokih, in sicer 26,6 m/s pri 8 g/s, 33,3 m/s pri 10 g/s ter 38,7 m/s pri 12 g/s. Pričakovano se 
tudi območje večjih hitrosti povečuje in razteza globlje proti izstopu kanala pri večjih pretokih. 
Kar pa je bežno nakazano na slikah, potrdimo pa lahko z nadaljnjo analizo je, pogostejša 
prisotnost povratnega toka na spodnjem robu divergentnega dela Venturijevega kanala oz. so 
nihanja le-tega večja pri pretokih 8 in 10 g/s, medtem ko ga pri 12 g/s skoraj ne opazimo. 
Območje večjega povratnega toka vidimo pri večjem pretoku izmed omenjenih dveh, ki pa je 
poleg tega tudi pomaknjen bolj proti izstopni strani mikrokanala. Iz rezultatov se lepo vidi tudi 
prostorsko sovpadanje v smeri x-osi zgornjega in spodnjega območja večjega nihanja hitrosti, 
kar nakazuje na trganje kavitacijskih oblakov. 
 
 
Slika 7: Srednje vrednosti absolutne hitrosti pri pretoku a) 8 g/s, b) 10 g/s ter c) 12 g/s. 
 
[Pa] 
a) 
b) 
c) 
[m/s] 
a) 
b) 
c) 
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Slika 8: Standardna deviacija absolutne hitrosti pri pretoku a) 8 g/s, b) 10 g/s ter c) 12 g/s. 
 
Sliki 9 in 10 prikazujeta srednje vrednosti ter standardne deviacije prostorninskega deleža 
vodne pare pri treh obravnavanih pretokih. Kot lahko vidimo je prisotnost vodne pare največja 
pri 12 g/s, tako po velikosti območja kjer se pojavlja, kot po deležu na posameznem mestu. Iz 
rezultatov standardne deviacije deleža vodne pare se lepo vidi kje in v kakšni meri se tvorijo 
in kolapsirajo kavitacijski oblaki, pri čemer je največje odstopanje v zadnjem delu območja, 
kjer je prisotna kavitacija. Če se navežemo na prejšnje rezultate hitrosti oz. nihanja hitrosti, 
lahko povežemo območja povratnega toka z začetkom konca območja kavitacije, zaradi česar 
prihaja do odlepljanja in trganja kavitacijskih oblakov, ki nato kmalu za tem implodirajo. Iz 
tega lahko sklenemo, da bolj ko je območje protitoka oddaljeno od grla Venturijevega kanala, 
večje je območje kjer se pojavlja kavitacija. Kot pa je bilo ugotovljeno v primeru pretoka 
12 g/s, kjer ni prisotnega znatnejšega povratnega toka, ne prihaja do odlepljanja toka ter trganja 
kavitacijskih oblakov, zaradi česar se kavitacijske strukture nadaljujejo proti izstopu iz kanala. 
 
 
Slika 9: Srednje vrednosti deleža vodne pare pri pretoku a) 8 g/s, b) 10 g/s ter c) 12 g/s. 
 
[m/s] 
a) 
b) 
c) 
[/] 
a) 
b) 
c) 
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Slika 10: Standardna deviacija deleža vodne pare pri pretoku a) 8 g/s, b) 10 g/s ter c) 12 g/s. 
 
3.1 Kelvin-Helmholtzova nestabilnost kavitacijskih struktur 
V nadaljevanju je predstavljen pojav, ki je bil zaznan na podlagi meritev v mikrokanalih, t.j. 
Kelvin-Helmholtzova nestabilnost [7]–[9]. Do nestabilnosti pride na meji med fluidoma zaradi 
strižnega toka, neenakosti (tangencialne) hitrosti fluidov, kar povzroči vrtinčenje na meji, ki 
se tako začne gubati. S pomočjo Bernoullijeve enačbe lahko vidimo, da se na vrhovih 'valov' 
začne pojavljati nižji tlak in v dolinah višji, posledično prihaja do povečanja amplitude 
valovanja, tlačna razlika na vrhovih in v dolinah 'valov' se povečuje in tako se nadaljuje, dokler 
se 'valovi' ne začnejo lomiti. 
Kelvin-Helmholtzovo nestabilnost smo zaznali tudi pri numeričnem modeliranju pri vseh treh 
pretokih. Primer sekvence pri pretoku 8 g/s s časovnim korakom 0,1 ms je prikazan na sliki 11. 
Kot lahko vidimo, sprva nimamo vrtinčenja na meji med vodno paro in vodo proti zgornjem 
robu mikrokanala. V nadaljevanju zaradi strižnega toka oz. razlike v hitrosti, k temu verjetno 
pripomore tudi povratni tok s spodnje strani kavitacijske strukture, meja med vodo in vodno 
paro začne valoviti. Kot je bilo opisano se pojav stopnjuje, valovanje se povečuje, dokler ne 
pride do preboja, ko se odtrga kavitacijski oblak. 
 
[/] 
a) 
b) 
c) 
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Slika 11: Kelvin-Helmholtzova nestabilnost kavitacijskih struktur. 
 
4 Zaključek 
V sklopu dela so bile opravljene numerične simulacije kavitacije v Venturijevem mikrokanalu 
675x450 µm, pri treh različnih pretokih. Opisan je bil potek izvedbe numeričnega modeliranja 
z mreženjem ter uporabe numeričnih modelov pri modeliranju. Predstavljeni so bili rezultati 
srednjih vrednosti in standardne deviacije absolutnega tlaka, hitrosti ter deleža vodne pare. 
Tekom modeliranja pa smo, podobno kot pri meritvah, zaznali Kelvin-Helmholtzovo 
nestabilnost kavitacije na zgornjem robu kavitacijskih struktur, posledica česar je, skupaj s 
povratnim tokom po spodnjem robu kavitacijskih struktur, trganje kavitacijskih oblakov v 
mikrokanalih. 
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Identifikacija modalnih parametrov pri meritvah v blizˇini
vozlov modalnih oblik
Miha Pogacˇar 1, Tomazˇ Bregar2, Gregor Cˇepon1, Miha Boltezˇar1
Identification of modal parameters in near-to-node
measurements
Povzetek. Eksperimentalna modalna analiza je dobro uveljavljen postopek za identifikacijo modal-
nih parametrov realnih struktur. Tezˇave pri zanesljivi identifikaciji se lahko pojavijo, cˇe se izbrana
referencˇna tocˇka nahaja v blizˇini vozla katere izmed lastnih oblik v obravnavanem frekvencˇnem
obmocˇju. Obicˇajno je v takem primeru potrebno izvesti meritev v vecˇjem sˇtevilu referencˇnih tocˇk.
V prispevku je za resˇitev tovrstnega problema predlagana alternativna metodologija, ki temelji na
uporabi razlicˇnih tipov senzorjev v eni sami referencˇni tocˇki. Predlagani postopek je validiran na
podlagi eksperimenta na homogenem nosilcu.
Abstract. Experimental modal analysis is a well-established procedure for determining the modal
parameters of real structures. Problems with a reliable modal-parameter estimation can arise whe-
never a selected reference point is located in the proximity of a node for any mode shape in interest.
This problem can be addressed by performing multi-reference measurements. In this research an
alternative method is proposed, using different types of sensors at a single reference point. The
proposed methodology is experimentally validated on a homogeneous beam.
1 Uvod
Eksperimentalna modalna analiza (EMA) kljub napredku na podrocˇju numericˇnih simulacij
ostaja pomembna metoda za identifikacijo modalnih parametrov struktur. V prvem koraku za-
jema meritev frekvencˇnih prenosnih funkcij (FPF) v izbranih tocˇkah strukture, ki jih dolocˇimo
preko meritev vzbujanja in odziva. Za vzbujanje obicˇajno uporabljamo modalno kladivo ali
elektro-dinamicˇni stresalnik, odziv pa obicˇajno merimo z razlicˇnimi merilniki translacijskega
gibanja, kot so piezo-elektricˇni pospesˇkomer, laserski vibrometer ali hitro-tekocˇa kamera. Red-
keje se za meritve odziva uporabljajo senzorji zasuka in deformacij. Na podlagi izmerjenih FPF
1 Laboratorij za dinamiko strojev in konstrukcij, Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Ljubljani
2 Gorenje d. o. o., Partizanska 12, 3503 Velenje
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lahko z uporabo razlicˇnih metod izvedemo identifikacijo modalnih parametrov. V ta namen te-
oreticˇno zadosˇcˇa meritev ene same vrstice oz. stolpca polnega odzivnega modela, torej izvedbe
vzbujanja v vseh izbranih tocˇkah pri polozˇaju senzorja v eni sami referencˇni tocˇki ali obratno.
Do tezˇav pri identifikaciji lahko pride v primeru, ko se izbrana referencˇna tocˇka nahaja v blizˇini
vozla lastne oblike [1]. V tem primeru se obicˇajno posluzˇimo meritev v vecˇ referencˇnih tocˇkah.
V prvem delu prispevka bo predstavljeno teoreticˇno ozadje in predlagana alternativna metodo-
logija za resˇitev problema meritev v blizˇini vozlov, v drugem delu pa eksperimentalna validacija
na primeru homogenega nosilca.
2 Teoreticˇno ozadje
Gibalno enacˇbo linearnega in cˇasovno invariantnega mehanskega sistema v frekvencˇni domeni
lahko zapisˇemo kot:
X(ω) = H(ω)F(ω) , (1)
kjer X predstavlja vektor odziva (ang. response - oznacˇeno z indeksom r) dolzˇine nr, F pa vektor
vzbujanja (ang. excitation - oznacˇeno z indeksom e) dolzˇine ne. Matrika H predstavlja matriko
FPF, ki jo za viskozno dusˇen sistem z N prostostnimi stopnjami lahko zapisˇemo kot [2]:
H(ω) =
N
∑
r=1
(
rA
iω−λr +
rA∗
iω−λ∗r
)
, (2)
kjer []∗ oznacˇuje kompleksno konjugirano vrednost, i imaginarno enoto, kompleksna lastna
vrednost oz. pol λr pa vsebuje informacijo o lastni krozˇni frekvenci in razmerniku dusˇenja
pri r-ti lastni frekvenci. Pripadajocˇa matrika modalnih konstant rA je ekvivalentna diadnemu
produktu normaliziranih lastnih vektorjev rΦr in rΦe, pri cˇemer je prvi povezan z odzivno, drugi
pa z vzbujevalno fizikalno velicˇino [3]:
rA =

φr1r φe1r · · · φr1r φekr · · · φr1r φener
...
. . .
...
. . .
...
φrjr φe1r · · · φrjr φekr · · · φrjr φener
...
. . .
...
. . .
...
φrnrr φ
e
1r · · · φrnrr φekr · · · φrnrr φener
 , (3)
kjer se indeksa j in k nanasˇata na mesti vzbujanja in odziva.
Za identifikacijo modalnih parametrov teoreticˇno zadosˇcˇa meritev ene same vrstice oz. stolpca
polnega odzivnega modela, zaradi cˇesar v praksi obicˇajno ne izmerimo vseh komponent ma-
trike H(ω). Eksperimentalni proces merjenja posamezne vrstice oz. stolpca je prikazan na
sliki 1. Pri tem je potrebno poudariti, da za razliko od meritev v primeru uporabe komple-
mentarnih vzbujevalno-odzivnih parov (npr. sila-pomik), izbira tehnike meritve pri uporabi
ne-komplementarnih parov (npr. sila-zasuk) vodi v zajem razlicˇnih modalnih oblik [4]. To je za
primer translacijskega in rotacijskega odziva v primeru vzbujanja s tocˇkovno silo prikazano na
sliki 2.
V praksi pogosto uporabljamo napredne metode za identifikacijo modalnih parametrov, kot sta
Least-Squares Complex-Frequency (LSCF) [5] in Least-Squares Frequency-Domain (LSFD) [6].
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Slika 1: Meritev odzivnega modela: (a) vrstica, (b) stolpec.
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Slika 2: Vzbujevalno-odzivni par: (a) komplementarni, (b) ne-komplementarni.
Prvo uporabljamo za identifikacijo polov, drugo pa za identifikacijo modalnih konstant. Slednja
za vsako posamezno FPF deluje po kriteriju minimalnega kvadraticˇnega odstopanja med meri-
tvijo in analiticˇnim rezultatom, ki izvira iz enacˇbe 2.
3 Predlagana metodologija
Cˇe se izbrana referencˇna tocˇka nahaja v blizˇini vozla lastne oblike, se pri pripadajocˇi modalni
obliki pojavijo tezˇave z zanesljivo identifikacijo modalnih parametrov. V primeru obravnave
kompleksne strukture z neznanimi lastnimi oblikami in visoko modalno gostoto je zato zahtevno
izbrati eno samo referencˇno tocˇko, preko katere bi lahko dolocˇili modalne parametre za vse
lastne frekvence.
V tem prispevku je predlagan pristop, ki ga lahko uporabimo kot alternativo meritvam v vecˇ
referencˇnih tocˇkah. Namesto tega v prvotno izbrani tocˇki izvedemo zamenjavo tipa senzorja. Pri
tem se omejimo na primer, ko je odzivni model pridobljen v obliki vrstice, kar je obicˇajna praksa
v primeru meritev z impulznim vzbujanjem. Cˇe j-to tocˇko oznacˇimo kot (edino) referencˇno
tocˇko, namesto matrike pri r-ti lastni frekvenci dobimo le vrstico modalnih konstant:
rA =
(
φrjr rΦ
e)T . (4)
V primeru meritve v blizˇini vozla vrednost elementa lastnega vektorja φrjr zajema zelo majhno
vrednost, kar se odrazˇa na nizki vrednosti celotne vrstice modalnih konstant, vodi pa v neza-
nesljivo identifikacijo modalnih parametrov. Predlagana metodologija za resˇevanje tovrstnega
problema sestoji iz sˇestih korakov, predstavljenih na sliki 3:
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Korak 1: Meritev Korak 3: Mešanje polov
Korak 5: Hibridna identifikacija 
modalnih konstant
Korak 4: Identifikacija modalnih
konstant (LSFD)
Korak 6: Rekonstrukcija FPF
Korak 2: Identifikacija polov 
(LSCF)
hibridna
vrstica m.k.
zanesljiva
vrstica m.k.
nezanesljiva
vrstica m.k.
tip senzorja 2
tip senzorja 1
H (ω)(1)
H(1)
H(2)
H (ω)(2)
?
?
?
?
Izbrani nabor zanesljivih polov
+
Slika 3: Shematski prikaz postopka predlagane metodologije za dolocˇitev modalnih parametrov.
Korak 1 - Meritev: V izbrani referencˇni tocˇki izmerimo odzivne modele strukture z uporabo
razlicˇnih tipov senzorjev. Pri izbiri tipov senzorjev moramo zagotoviti predpostavki, da vozli
njihovih odzivnih lastnih oblik ne sovpadajo.
Korak 2 - Identifikacija polov: Za vsak posamezni odzivni model izvedemo identifikacijo
polov po metodi LSCF. Na mestih, kjer se vozli lastnih oblik nahajajo v blizˇini referencˇne
tocˇke, se pojavijo slabo zaznavni resonancˇni vrhovi z relativno visokim vplivom sˇuma in ostalih
merilnih negotovosti. Pojavijo se lahko tezˇave s stabilizacijo polov, tudi v primeru uspesˇne
identifikacije se lahko pojavi velik raztros, pri cˇemer rezultati niso zanesljivi.
Korak 3 - Mesˇanje polov: Ker imamo na voljo vecˇ modelov, katerih vozli lastnih oblik ne
sovpadajo, se vsaj pri enem odzivnem modelu praviloma izrazi zanesljiv resonancˇni vrh. Iz
vseh odzivnih modelov lahko torej sestavimo nabor zanesljivih polov.
Korak 4 -Identifikacija modalnih konstant: Izbrani nabor zanesljivih polov uporabimo kot
vhodni podatek za metodo LSFD in za vsak posamezni odzivni model izvedemo identifikacijo
modalnih konstant. Pri slabo zaznavnih resonancˇnih vrhovih se vpliv merilnih negotovosti lahko
odrazˇa na vrednostih identificiranih modalnih konstant [7].
Korak 5 - Hibridna identifikacija modalnih konstant: Prenos informacij med razlicˇnimi
odzivnimi modeli uporabimo tudi na nivoju modalnih konstant. Vrstici modalnih konstant dveh
razlicˇnih eno-vrsticˇnih odzivnih modelov se pri r-ti lastni frekvenci teoreticˇno razlikujeta za
kompleksni faktor rp:
rA
s
rA
m = rp , (5)
kjer zanesljivo (ang. master) vrstico oznacˇimo z indeksom m, nezanesljivo (ang. slave) vrstico
pa z indeksom s. Vodilno enacˇbo LSFD metode lahko v matricˇni obliki zapisˇemo kot:
Hexp = PA , (6)
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kjer Hexp predstavlja matriko FPF, P matriko, ki vsebuje informacijo o polih, A pa globalno
matriko neznanih modalnih konstant. Medtem ko s klasicˇno LSFD metodo vsak stolpec matrike
A identificiramo neodvisno, v hibridni metodi identifikacijo za vse merilne tocˇke hkrati. Pri
tem vrsticam, ki pripadajo nezanesljivim resonancˇnim vrhovom, vsilimo obliko iz zanesljive
meritve iz enega izmed preostalih odzivnih modelov. Namesto poljubnih neznank v celotni
vrstici isˇcˇemo le skalirni faktor rp, s katerim dosezˇemo najmanjsˇe kvadraticˇno odstopanje glede
na meritve. Opisana struktura matrike A je prikazana na sliki 4.
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Slika 4: Matrika A pri: (a) klasicˇni metodi LSFD, (b) hibridni metodi LSFD.
Korak 6 - Rekonstrukcija FPF: Rekonstrukcijo FPF izvedemo na podlagi izbranega nabora
zanesljivih polov in hibridnimi modalnimi konstantami po enacˇbi (2).
4 Eksperimentalna validacija
Meritev smo izvedli na primeru homogenega aluminijastega nosilca dimenzij 15× 40× 1000
mm3 (slika 5). Prosto vpetje smo simulirali s podporami iz poliuretanske pene. Vzbujanje smo
izvedli s pomocˇjo avtomatiziranega modalnega kladiva v 51-ih tocˇkah, odziv pa smo merili
s translacijskim pospesˇkomerom Dytran 3097A1 in rotacijskim pospesˇkomerom Kistler 8840.
Senzorja sta bila namesˇcˇena na sredini nosilca, s cˇimer smo izmenicˇno zagotovili zajem nizkega
odziva senzorjev v sosledju upogibnih modalnih oblik.
podporna pena rotacijski senzor
translacijski senzorvzbujanje v 51 točkah
5020 mm
25
1 20 F
Slika 5: Eksperimentalna postavitev.
Korak 1 - Meritev: V vsaki tocˇki smo izvedli meritev translacijske in rotacijske pospesˇenosti.
Pripadajocˇa amplitudna spektra za merilno tocˇko 0 sta prikazana na sliki 6. Na podlagi pri-
dobljenih meritev lahko v obravnavanem frekvencˇnem obmocˇju razlocˇimo sedem resonancˇnih
podrocˇij, pri cˇemer so pri translacijskih FPF slabo razvidni vrhovi pri sodih lastnih frekvencah,
pri rotacijskih FPF pa vrhovi pri lihih lastnih frekvencah. Slednji so zaradi relativno visokega
nivoja sˇuma rotacijskega senzorja popolnoma nerazlocˇni.
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Slika 6: Amplitudni spekter pospesˇenosti v tocˇki 0.
Koraka 2 in 3 - Identifikacija polov in njihovo mesˇanje: Na naboru translacijskih in rotacij-
skih FPF smo z LSCF metodo locˇeno izvedli identifikacijo polov, kot je v obliki stabilizacij-
skih diagramov prikazano na sliki 7. S slike 7a je razvidno, da pri translacijskih meritvah do
stabilizacije polov pride v vseh sedmih resonancˇnih podrocˇjih, medtem ko pri rotacijskih me-
ritvah (slika 7b) pri lihih lastnih frekvencah stabilizacije polov ne dosezˇemo. V izbrani nabor
zanesljivih polov iz translacijskih meritev dodamo sˇtiri vrednosti, ki pripadajo lihim lastnim
frekvencam, iz translacijskih meritev pa tri vrednosti, ki pripadajo sodim lastnim frekvencam.
102
101
100
250 500 750
Izbrani zanesljivi poli iz nabora translacijskih meritev
1000 1250 1500 1750 2000
f [Hz]
2
|∑
H
| 
[m
/N
s
]
t
stabilni pol
(a)
Izbrani zanesljivi poli iz nabora rotacijskih meritev
102
101
100
2
|∑
H
| 
[r
ad
/N
s
]
r
60
0
20
40
R
ed
 p
ol
in
om
a 
 [
/]
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
f [Hz]
(b)
Slika 7: Stabilizacijski diagram: (a) translacija, (b) rotacija.
Koraka 4 in 5 - Klasicˇna in hibridna identifikacija modalnih konstant: Izbrani nabor po-
lov smo uporabili kot vhodni podatek za identifikacijo modalnih konstant (MK) po klasicˇni
metodi LSFD, locˇeno za set translacijskih in rotacijskih meritev. V primeru translacijskih me-
ritev smo s hibridnim pristopom identificirali sode vrstice matrike A, pri cˇemer so za osnovo
sluzˇile pripadajocˇe vrstice modalnih konstant iz rotacijskih meritev. Do ocˇitnega izboljsˇanja v
konsistentnosti rezultatov je prisˇlo predvsem pri oceni modalnih konstant pri drugem nihajnem
nacˇinu, kot je prikazano na sliki 8.
Prednost rotacijskega senzorja se v primerjavi s translacijskim odrazˇa v neobcˇutljivosti od od-
mika od tezˇisˇcˇnice in izjemno nizka precˇna obcˇutljivost, medtem ko med slabosti pripisujemo
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Slika 8: Identificirane modalne konstante pri drugi lastni frekvenci.
relativno visok nivo sˇuma. Slednje se jasno odrazi tudi na identificiranih modalnih konstantah
pri lihih lastnih frekvencah. Na mesta lihih vrstic matrike A, pri hibridni identifikaciji rota-
cijskih modalnih konstant, smo zato vsilili oblike zanesljivih vrstic iz translacijskih meritev.
Rezultati so za primer 1. in 7. modalne oblike prikazani na sliki 9, pri cˇemer lahko opazimo
obcˇutno izboljsˇanje konsistentnosti rezultatov.
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Slika 9: Identificirane modalne konstante pri lihih lastnih frekvencah.
Korak 6 - Rekonstrukcija FPF: Na sliki 10 je prikazana primerjava rekonstruiranih pospesˇenosti
v tocˇki 0 z uporabo klasicˇne in hibridne metode LSFD. Ujemanje med meritvijo in rekonstruk-
cijo klasicˇne LSFD metode je praviloma boljsˇe, kot pri uporabi hibridne LSFD metode. To
je pricˇakovano zaradi lokalne narave optimizacije. Vendar, kot je razvidno iz prikaza modal-
nih konstant, tovrstni rezultati lahko v primeru meritev v blizˇini vozla podajo nekonsistentne
rezultate, medtem ko se z uporabo globalnega pristopa pri uporabi hibridne LSFD metode kon-
sistentnost rezultatov izboljsˇa.
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Slika 10: Rekonstrukcija FPF v tocˇki 0: a) translacija, b) rotacija.
5 Zakljucˇki
V prispevku smo predstavili nov pristop identifikacije modalnih parametrov v primeru meritev
v blizˇini vozlov lastnih oblik. Kot smo prikazali na eksperimentalnem primeru, metodologija
omogocˇa zanesljivo identifikacijo lastnih frekvenc in pripadajocˇih razmernikov dusˇenja, kot
tudi izboljsˇa identifikacijo modalnih konstant. Predstavljeni pristop je mogocˇe preslikati tudi na
uporabo razlicˇnih tipov vzbujanja, uporaben pa je lahko tudi v primeru meritev v vecˇ referencˇnih
tocˇkah ali za povezovanje eksperimentalno-numericˇnih modelov.
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Nestabilnost dvostopenjskih zobniških gonil pri različnih 
parametrih spremenljive zobne togosti v stopnjah gonila 
Rudolf Pušenjak1 
Instabilities of two-stage gear drives with different stage 
parameters of variable mesh stiffness 
Povzetek. V članku je obravnavana uporaba perturbacijske metode z več časovnimi skalami za 
analizo stabilnosti parametrično vzbujenih vibracij dvostopenjskega zobniškega gonila kot 
posledice različnega periodičnega spreminjanja zobnih togosti posameznih stopenj med ubiranjem. 
Vodilna matrična Hillova parcialna diferencialna enačba za parametrično vzbujanje zobniškega 
gonila vsebuje v splošnem dva različna perturbacijska parametra. Obravnava splošnega primera 
zahteva v perturbacijski metodi uvedbo treh  časovnih skal, po drugi strani pa s tem nastanejo 
tridimenzionalni diagrami območij stabilnosti. Razširitev perturbacijske metode omogoča v 
posebnem primeru obravnavo zobniškega gonila z enakimi perturbacijskimi parametri, kar je že bilo 
prikazano v [2]. Vse rešitve so izračunane v analitični obliki, pri čemer so dobljeni rezultati po 
perturbacijski metodi preverjeni s pomočjo numerične integracije enačbe gibanja in Floquetove 
teorije. Primerjava kaže zelo dobro ujemanje rezultatov. 
Abstract. The article treats the application of perturbation method with multiple time scales for 
stability analysis of parametrically excited vibrations in two-stage gear systems caused by different 
periodic variations of mesh stiffness of both stages. The governing matrix Hill partial differential 
equation for the parametric excitation of two-stage gear system contains in general two different 
perturbation parameters. The treatment of the general case by perturbation method demands three 
time scales and leads to formation of three-dimensional diagrams of stability domains. Extension of 
the perturbation method allows the treatment of a special case of gear systems with equal 
perturbation parameters, which was already shown in [2]. All solutions are computed in an analytical 
form and obtained results by perturbation method are verified by numerical integration of equation 
of motion and Floquet theory. The comparison shows a good agreement of results. 
1 Uvod 
Zmanjševanje amplitud vibracij in hrupa zobniških gonil je eno izmed glavnih vodil v snovanju 
pogonskih sklopov z zahtevo po mirnejšem in tišjem teku. Osnovni vzrok vibracij in hrupa 
zobniških gonil predstavlja parametrično vzbujanje kot posledica spremenljive zobne togosti 
med ubiranjem. Zobna togost, povezana z elastičnim upogibom zob se periodično spreminja 
zaradi sprememb števila zob, ki so med ubiranjem v kontaktu. Parametrično vzbujanje 
zobniškega gonila povzroča resonančne pojave s povečevanjem vibracij in nestabilnost gonila.  
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Parametrično vzbujene vibracije gonila opišemo z matrično Hillovo diferencialno enačbo [2]. 
Obe ozobji, ki sta v ubiranju, imata lahko v vsaki stopnji zobniškega gonila različni frekvenci 
ubiranja, ki v splošnem nista komenzurni, različni amplitudi spremenljive komponente zobne 
togosti, različna kontaktna razmerja in fazna kota. Za reševanje splošnega primera Hillove DE 
je v članku uporabljena perturbacijska metoda s tremi časovnimi skalami in dvema 
perturbacijskima parametroma, kar vodi do nastanka tridimenzionalnih diagramov stabilnosti. 
Pravilnost rezultatov s predloženo metodo je preverjena s pomočjo numerične integracije 
vodilne enačbe nihanja zobniškega gonila. 
2 Parametrično vzbujene vibracije dvostopenjskega zobniškega gonila 
Dvostopenjsko zobniško gonilo lahko izvedemo v dveh konfiguracijah, ki vsebujeta tri 
oziroma štiri zobnike in ju prikazuje slika 1. V obeh konfiguracijah upoštevamo le relativne 
zasuke θ1, θ2 in θ3, ki jih merimo glede na zasuke togega telesa na mestu vpetja. V 
nadomestnem modelu vpeljemo namesto zasukov deformacije, ki jih računamo na radijih 
vznožnih krogov s pomočjo transformacij x1=θ1r1, x2=θ2r2  in x3=θ3r3/ν. Podrobna razlaga 
oznak na sliki 1 in v nadomestnem modelu je podana v [2]. Z združitvijo deformacij v vektor 
q=[x1, x2, x3]T, uvedbo vztrajnostne masne matrike M=diag(m1,m2,m3) in uvedbo togostne 
matrike K(t)=K0+Kv(t) kot vsote iz konstantnega dela oziroma matrike srednjih vrednosti 
togosti K0 ter variabilnega dela Kv(t), lahko zapišemo diferencialno enačbo prostega nihanja 
zobniškega gonila [2]: 
  0 v t     Mq K K q 0  (1) 
Matrika srednjih vrednosti togosti K0 tvorimo v obliki: 
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matrika variabilnega dela zobne togosti pa je: 
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Variabilne komponente zobne togosti kvi(t) so z ozirom na časovni potek periodične s 
frekvenco ubiranja Ώi . Variabilni potek zobne togosti bi lahko dobili eksperimentalno, v tej 
raziskavi pa bomo privzeli pravokotno nihajno obliko variabilne zobne togosti kot jo prikazuje 
slika 2. Pravokotno nihajno obliko variabilne komponente kvi(t) izrazimo s pomočjo okrnjene 
Fourierjeve vrste z N členi: 
    
1
2 cos sin
N
s s
vi ai i i i i
s
k t k a s t b s t 

     (4) 
V praksi zadostuje, če v Fourierjevi vrsti obdržimo le prve tri ali štiri člene. S pomočjo slike 2 
lahko izrazimo Fourierjeve koeficiente ai
s in bi
s : 
        
2 2
cos 2 sin , sin 2 sin ,s si i i i i i i ia s c d s c b s c d s c
s s
   
 
             (5) 
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Slika 1. Konfiguraciji dvostopenjskega zobniškega gonila.  
a) gonilo s tremi zobniki, b) gonilo s štirimi zobniki 
 
kjer ci pomenijo kontaktna razmerja, s produkti diTi pa izrazimo fazne kote, kjer so Ti=2π/Ωi 
periode variabilnih komponent zobne togosti. Če v enačbi (1) izpustimo matriko Kv(t) in 
obdržimo matriko srednjih vrednosti togosti K0, dobimo časovno invarianten primer, ki ga 
rešimo s pridruženim problemom lastnih vrednosti 
 0 K Φ MΦΛ , (6) 
kjer je Λ=diag(ω12,ω22,ω32) diagonalna matrika lastnih vrednosti, ωi, i=1,2,3 so lastne 
(naravne) frekvence, Φ=[Φ1,Φ2,Φ3] pa je matrika lastnih vektorjev, ki ustrezajo naravnim 
načinom nihanja Φi, i=1,2,3. Naravne načine nihanja normiramo z izpolnitvijo zahteve 
ΦTMΦ=I. Če enačbo (1) premultipliciramo s transponirano matriko lastnih vektorjev ΦT in 
uporabimo modalno transformacijo vektorja deformacij q=Φu, q Φu , dobimo matrično 
diferencialno enačbo 
      T T T T T0 v vt t       Φ MΦu Φ K Φ Φ K Φ u Φ MΦ u Λu Φ K Φu 0 . (7) 
Z upoštevanjem zahteve ΦTMΦ=I se enačba (7) skrči na obliko: 
  T v t  u Λu Φ K Φu 0 . (8) 
Matriko variabilnega dela zobne togosti Kv(t) je ugodno razstaviti na dva dela tako, da velja: 
          1 2 1 1 2 2 ,v v v v vt t t k t k t   K K K C C  (9) 
kjer sta C1 in C2 povezovalni matriki, ki sta določeni na naslednji način: 
 1 2
1 1 0 0 0 0
1 1 0 , 0 1 1
0 0 0 0 1 1
   
    
   
      
C C . (10) 
Matrični produkt  ΦTKv(t) Φ, ki nastopa v enačbi (8), lahko s pomočjo enačbe (9) izrazimo v 
obliki: 
        T T T T T1 2 1 1 2 2v v v v vt t t k t k   Φ K Φ Φ K Φ Φ K Φ Φ C Φ Φ C Φ  (11) 
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Slika 2. Periodična zobna togost ki(t)=kgi+kvi(t). Simbol ci pomeni kontaktno razmerje, kgi so 
srednje vrednosti zobne togosti, diTi pa so fazni koti. 
 
Z vstavljanjem enačbe (4) v enačbo (11), nato pa z vstavljanjem dobljenega izraza v enačbo 
(8) dobimo: 
    
2 2
T T
1 1 1
2 cos sin
N
s s
vi i ai i i i i i
i i s
k t k a s t b s t 
  
   
           
   
u Λ Φ CΦ u u Λ Φ CΦ u 0 . (12) 
Za reševanje matrične diferencialne enačbe (12) bomo v nadaljevanju uporabili perturbacijsko 
metodo z več časovnimi skalami. Ker so amplitude variabilne zobne togosti kai v praksi majhne 
nasproti srednjim vrednostim zobne togosti kgi, lahko v splošnem vpeljemo dva majhna, 
pozitivna perturbacijska parametra εi=kai/kgi, i=1,2 in enačbo (12) prepišemo na obliko: 
  
2
T
1 1
2 cos sin
N
s s
i i i i i gi i
i s
a s t b s t k  
 
 
     
 
u Λ Φ CΦ u 0 . (13) 
Dobljena enačba je matrična Hillova diferencialna enačba parametrično vzbujenih vibracij 
(dvostopenjskega) zobniškega gonila. Pomembna lastnost matrike ΦTCiΦ je, da je simetrična. 
3 Perturbacijska metoda reševanja matrične Hillove diferencialne enačbe 
parametrično vzbujenih vibracij dvostopenjskega zobniškega gonila 
V splošnem sta perturbacijska parametra ε1 in ε2 v enačbi (13) različna in medsebojno 
neodvisna, zaradi česar imamo opravka z dvodimenzionalnim (2D) parametričnim problemom 
oziroma 3D stabilnostnimi diagrami. Širina zob, material zobnikov in amplitudi variabilne 
zobne togosti obeh zobnikov v ubiranju se v primeru 1 2    razlikujejo. Razen tega se lahko 
razlikujeta tudi kontaktni razmerji in fazna kota obeh ozobij. Perturbacijsko metodo za 2D 
problem uporabimo tako, da poleg običajne časovne skale t vpeljemo še počasni časovni skali 
τj=εjt, j=1,2, običajni drugi časovni odvod (∙∙)
2
2
d
dt
  zamenjamo z diferencialnima operatorjema 
2 2 2 2
2 2 2
2d
d
2 , 1,2
j j
j jtt t
j
 
   
  
     in enačbo (13) pretvorimo v Hillovo parcialno 
diferencialno enačbo: 
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           
     
2 2 2
2
2 2
2
T
1 1
, , ,
2
2 cos sin , , 1,2
j j j
j j j
j j
j j
N js s
i i i i i gj i j
i s
t t t
tt
a s t b s t k t j
  
 
 
   
 
  
  
  
 
     
 
u u u
Λ Φ C Φ u 0
 (14) 
Enačba (14) preide z opustitvijo indeksa j v enačbo 1D problema posebnega primera ε=ε1=ε2 
[2] 
 
     
   
2 2 2
2
2 2
2
T
1 1
, , ,
2
2 cos sin ,
N
s s
i i i i gi i
i s
t t t
tt
a s t b s t k t
  
 
 
   
 
  
  
  
 
    
 
u u u
Λ Φ C Φ u 0
 (15) 
Namesto matrične oblike enačbe (14) je v perturbacijski metodi ugodneje, če uporabimo njeno 
komponentno obliko, pri čemer argument (t,τj) zaradi krajše pisave opustimo: 
 
     
 
     
2 2 2
2 2
2 2
3 2
T
1 1 1
2
2 cos sin 0,   =1,2, 1,2,3
j j j
jn n n
j j n n
j j
N js s
i i i i i gj i r
nrr i s
u u u
u
tt
a s t b s t k u j n
  
 
  
  
  
   
  
 
     
 
Φ C Φ
 (16) 
Izraz  T i
nr
Φ C Φ  v enačbi (16) pomeni n,r-ti element matrike ΦTCi Φ (to je element na 
presečišču n-te vrstice in r-tega stolpca matrike). Če vpeljemo naslednje elemente: 
 
   
   
T T
1 1 1 1 1 1
T T
2 2 2 2 2 2
, ,
, ,
s s s s
nr g nr g
nr nr
s s s s
nr g nr g
nr nr
D a k E b k
F a k G b k
 
 
Φ C Φ Φ C Φ
Φ C Φ Φ C Φ
 (17) 
lahko enačbo (16) zapišemo v obliki: 
 
     
 
     
2 2 2
2 2
2 2
3
1 1 1 2 2 2
1 1
2
2 cos sin cos sin 0, 1,2,  1,2,3
j j j
jn n n
j j n n
j j
N js s s s
nr nr nr nr r
r s
u u u
u
tt
D s t E s t F s t G s t u j n
  
 
     
 
  
   
  
            
 (18) 
Rešitev enačbe (18) iščemo v obliki potenčne vrste: 
                0 1
0
, , , , 1,2,  1,2,3
kj j jj
n j j j j jn n nk
k
u u t u t u t j n    


       (19) 
Z uvrstitvijo nastavka (19) v enačbo (18) lahko izvedemo zbiranje členov ob istih potencah 
parametra εj v dveh primerih, pri katerih predložena perturbacijska metoda zagotavlja 
analitične rešitve. To sta primera, ko je εj spremenljiv in ε3-j=0, j=1,2 ali ko sta oba parametra 
enaka, ε=ε1=ε2. V primerih spremenljive vrednosti parametra εj na intervalu 0≤ εj ≤ εmax,j (εmax,j 
označuje izbrano maksimalno vrednost parametra εj) in vrednosti parametra ε3-j=konst>0 
predpostavljamo linearno odvisnost, ki jo potrdimo s primerjavo rezultatov z uporabo 
numerične integracije enačbe (13). Zbiranje členov za oba navedena primera avtomatiziramo 
s pomočjo pomožnih parametrov κ1 in κ2, pri  čemer tvorimo zaporedje enačb: 
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 
 
2
20
02
0,  1,2,
j
jn
n n
u
u j
t


  

 (20.a)
 
 
 
 
     
2 2 3
21 0
1 1 1 2 2 21 02
1 1
2 2 cos sin cos sin
j j
Nj js s s sn n
n nr nr nr nrn r
r sj
u u
u D s t E s t F s t G s t u
tt
      
  
                 
. (20.b) 
Uvedba koeficientov κ1 in κ2 omogoča enotno obravnavo 2D in 1D problema. Vrednosti 
koeficientov κ1 in κ2 so prikazane v Tabeli 1.  
Tabela 1. Vrednosti koeficientov κ1 in κ2 
 κ1 κ2 
2D problem, 0≤εj≤ εmax,j, ε3-j= 0, j=1,2 2-j j-1 
1D problem, ε=ε1=ε2, (j opustimo) 1 1 
Splošna rešitev enačbe (20.a) je: 
 
         0 e e , 1,2,  1,2,3n n
j j ji t i t
n j n jnu A A j n
        (21) 
Uvrstitev rešitve (21) v enačbo (20.b) nam da: 
 
 
 
           
           
1 1
1 1 2 2 2 2
2 3
21
112
1 1
2
d
2 e
d
2
r rn
r r r r r r
jj
Nn jj j i s t i s ti t sn
n n r j nrn
r sj
i s t i s t i s t i s t i s t i s ts s s
nr nr nr
Au
u i A D e e
t
iE e e F e e iG e e
i
   
           

   


  
 
        
             
                        
               
       
1 1 1 1
2 2 2 2
3
1
1 1
2
d
e
d
,  1,2.
r r r rn
r r r r
j
Nn j j i s t i s t i s t i s ti t s s
n r j nr nr
r sj
i s t i s t i s t i s ts s
nr nr
A
A D e e iE e e
F e e iG e e j
       
       

  


     
 
     
                    
                
  (22) 
Enačbo (22) lahko ob navedenih pogojih ε1≠ε2 (oziroma v posebnem primeru ε=ε1=ε2) 
uporabljamo pri dvostopenjskih zobniških gonilih s tremi ali s štirimi zobniki. V gonilih s 
štirimi zobniki sta frekvenci ubiranja Ώ1 in Ώ2 različni in medsebojno povezani z relacijo 
Ώ1=RΏ2, kjer je R razmerje števila zob 2. in 4. zobnika, R=Z2/Z4 (glej sliko 1.b). Iz slike 1.a pa  
je razvidno, da je pri gonilih s tremi zobniki R=1 in sta zato frekvenci ubiranja enaki, 
Ώ1=Ώ2=Ώ. Ker smo v [2] obravnavali posebni primer ε=ε1=ε2, bomo v nadaljevanju podrobno 
obravnavali splošni 2D primer z ε1≠ε2. 
3.1 Dvostopenjsko gonilo s 3 ali 4 zobniki in različnimi variacijami zobne togosti  
Uporaba dveh časovnih skal v perturbacijski metodi omogoča, da raziščemo splošni primer ko 
se sΏj , j=1,2 le malo razlikuje od kombinacijske frekvence ωp+ωq. V ta namen postavimo 
sΏj=ωp+ωq+εjσj, kjer je σj parameter razglasitve, ki ga je potrebno določiti. Ko vstavimo to 
zamenjavo v desno stran enačbe (22), nastanejo sekularni členi, ki jih je potrebno eliminirati, 
da zagotovimo enolično rešitev. Eliminacijo sekularnih členov zagotovimo s pogoji rešljivosti: 
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          
          
d
1 2 1 2d
d
1 2 1 2d
2 0,
2 0, 1,2
j
p j j j
j
j
q j j j
j
A ij s s s s
p q j pq pq pq pq
A ij s s s s
q p j qp qp qp qp
i A D F i E G e
i A D F i E G e j
  

  

     
     
     
  
      
  
 (23) 
Enačbi (23) imata rešitvi        0, 0j jp j q jA A   . Netrivialni rešitvi iščemo z nastavkoma: 
              , ,    1,2j jj
iij j j j
p j p q j qA a e A a e j
  
 

   , (24) 
kjer sta    ,
j j
p qa a  kompleksni konstanti, λ pa sta korena pridružene karakteristične enačbe: 
    
2 2
2 21 1 1
1,2 1 2 1 24 2
0, , .
p q
s s s s s s s
j pq j j pq pq pq pq pq pqD F E G 
            
               
   
 (25) 
Kadar je v enačbi (25) 2 sj pq  , sta korena karakteristične enačbe realna in negativna, 
 j
pA  
in  
j
qA   pa omejena. Nasprotno sta 
 j
pA  in 
 j
qA  neomejena, kadar je 
2 s
j pq  . Meji stabilnosti 
sta tako pri izpolnjenem pogoju sj pq   , kar lahko zapišemo v eksplicitni obliki: 
 1 , 1,2.sj p q j pqs j    
     
 
 (26) 
Če je p=q, imamo primer nestabilnosti vibracij v enojnem načinu nihanja, pri katerem preide 
enačba (26) na obliko: 
    
2 2
1 1
1 2 1 22 2 , 1,2.
j
p
s s s s s
j p j pp p pp pp pp pps s
D F E G j


        
           
    
 (27) 
Z uporabo enačb (26) in (27) izračunamo meje stabilnosti zobniškega gonila s tremi zobniki, 
prikazanih v diagramih na sliki 3. Diagrami so izračunani s podatki: m1=1; m2=0.3; m3=4.0; 
k0=0.5; kg1=kg2=1; c1=c2=1.5; d1=d2=0. Analitične rešitve so v 2D diagramih na slikah 3.a (za 
ε=ε1=ε2) in 3.b (za ε1≠ε2, ε2=0.3=konst.) preverjene z numerično integracijo enačbe (13) in 
Floquetovo teorijo [1]. Rezultati se na celotnem področju razmerja togosti ε=ka/kg, ε1=ka1/kg1 
zelo dobro ujemajo z rezultati perturbacijske metode. Slika 3.b prikazuje precej veliko 
razširitev nestabilnega območja primarne resonance 2ω3 kot posledice različnih amplitud 
variabilne togosti v obeh stopnjah gonila (ε1≠ε2). Podobna razširitev nestabilnega območja 
kombinacijske resonance ω1+ω3 je na sliki 3.b komaj opazna. Sliki 3.c in 3.d prikazujeta 3D 
diagrame stabilnosti območij primarne resonance 2ω3 in  kombinacijske resonance ω1+ω3 v 
odvisnosti od obeh med seboj neodvisnih perturbacijskih parametrov ε1 in ε2. Točke A, F in G 
na sliki 3.b označujejo mejne točke nestabilnega območja primarne resonance 2ω3, ki jih 
izračunamo z uporabo parametrov κ1=κ2=1 v enačbah (20.b) in (27). Točki D,E na sliki 3.c 
izračunamo z uporabo indeksa j=2 ter parametrov κ1=0, κ2=1 v enačbah (20.b) oziroma (27). 
Vrednost κ1=0 ustreza parametru ε1=0, vrednost κ2=1 pa omogoča, da se parameter ε2 zvezno 
spreminja. Točki D,E hkrati označujeta tudi začetni mejni točki diagrama razširjenega 
področja nestabilnosti v 1D problemu na sliki 3.b, ko je ε2=0.3=konst. in zvezno spreminjamo 
parameter ε1. Končni mejni točki razširjenega področja nestabilnosti sta točki F in G. Mejni 
premici med točkama D in F oziroma E in G lahko deloma vidimo tudi na sliki 3.c (točka G 
na sliki 3.c je zakrita). Prepričamo se lahko, da robova D-F in E-G ustrezata premicama 
razširjenega območja nestabilnosti na sliki 3.b. 
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 a)  b) 
   
 c)  d) 
Slika 3. Prikaz nestabilnih območij zobniškega gonila s tremi zobniki, a) 2D diagram z ε=ε1=ε2,  
b) širjenje nestabilnih območij v 2D diagramu z ε1≠ε2, ε2=0.3=konst.; ⁎, o numerične rešitve. 
Prikaz 3D diagramov nestabilnih območij zobniškega gonila s tremi zobniki, c) 3D diagram 
stabilnosti območja primarne resonance 2ω3, d) 3D diagram stabilnosti območij primarne 
resonance 2ω3 in kombinacijske resonance  ω1+ω3.  
4 Zaključek 
V raziskavi smo razvili perturbacijsko metodo za analizo stabilnosti dvostopenjskih zobniških 
gonil z različnimi parametri ε1≠ε2 časovno spremenljive zobne togosti v stopnjah gonila. 
Različni parametri spremenljive zobne togosti v stopnjah gonila lahko povzročijo povečanje 
nestabilnih območij glede na rezultate 1D problema z ε=ε1=ε2. Analitično določene meje 
stabilnosti so v splošnem ploskve v 3D diagramu. Z numerično integracijo vodilne enačbe 
nihanja smo ugotovili zelo dobro ujemanje rezultatov s predloženo perturbacijsko metodo. 
4.1 Zahvala 
Avtor se zahvaljuje Javni Agenciji za raziskovalno dejavnost Republike Slovenije (ARRS), za 
podporo tega dela v okviru temeljnega projekta J2-9224. 
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Dolocˇitev vsebnosti vlage v plosˇcˇatih plasticˇnih vzorcih
Matjazˇ Ramsˇak1, Valentina Sˇimic´ Sˇkraba2, Jernej Slanovec2
in Matjazˇ Hribersˇek1
Humidity determination in plastic plates
Povzetek. V prispevku podajamo rezultate meritev vlazˇnosti v odvisnosti od temperature v
plosˇcˇatih vzorcih plastike. Vzorce smo vlazˇili v komori pri 100 % relativni vlazˇnosti zraka. Meritve
vlazˇnosti plastike smo izvedli z merjenjem mase vzorcev. Deklarirani in izmerjeni merilni pogresˇek
vlazˇnosti je ± 0.02 %. Za vsak testirani material smo nakljucˇno izbrali 5 vzorcev in izracˇunali inter-
val zaupanja srednje vrednosti s 95 % zaupanjem. Najslabsˇi vzorec plastike ima vlazˇnost 2.62±0.72
% pri 55 C glede na minimalno maso po susˇenju v pecˇici pri 60 C. Susˇenje v liofilizatorju pri tlaku 10
Pa in 20 C je povsem neucˇinkovito. Nakazali smo mozˇnost kontrole kvalitete materiala z raztrosom
mase vhodnih polizdelkov.
Abstract. The humidity measurements of plastic plates as a function of temperature are presented
in the paper. Plastic specimens were exposed in the chamber with 100The specimen humidity were
measured using weighting scale. The declared and calibrated humidity error is ± 0.02 %. For each
tested material 5 random samples were chosen. The error interval of average result were computed
using 95 % confidence. The worst material included 2.62±0.72 % humidity at 55 oC using reference
mass after the drying in the kitchen oven at 60 oC. The drying process inside lyophilizator using
pressure 10 Pa and 20 oC was completely ineffective. The possibility of material quality control was
proposed using the mass standard deviation of input parts.
1 Uvod
Plastika se uporablja prakticˇno pri vseh izdelkih. Vsebnost vlage praviloma ni problem, v
posebnih primerih pa je lahko. Na primer v avtomobilskih zˇarometih se lahko vlaga vezana
v plastiki sprosti in povzrocˇi kondenzacijo vlage na notranji povrsˇini sprednjega prozornega
elementa, kar je vizualna napaka in razlog za reklamacijo. Namen prispevka je izmeriti vsebnost
vlage v plosˇcˇatih vzorcih plastike v odvisnosti od temperature.
1 Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Mariboru
2 Hella Saturnus Slovenija, Letalisˇka cesta 17, Ljubljana
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Slika 1 : Fotografija tehtnice KERN KB 650-N2 in plosˇcˇe vzorca 180*180*3.5 mm.
Slika 2 : Povzetek rezultatov testa ponovljivosti tehtanja (N=5) posameznega vzorca.
Mehanizem vezave vlage na molekularnem nivoju je lahko zelo zapletena fizika, katero v tem
prispevku ne obravnavamo. V principu je lahko vlaga vezana povrsˇinsko adsorpcija in volum-
sko absorpcija. V obeh primerih pojav vodi k povecˇanju mase vzorca. Absolutno vlazˇnost
vzorca (nadalje vlazˇnost) izracˇunamo po enacˇbi
X =
(m−mre f )
mre f
×100[%] (1)
kjer je m masa vlazˇnega vzorca in mre f njegova referencˇna masa. Za referencˇno maso vzorcev
smo uporabili minimalno izmerjeno maso vzorcev, ki smo jo dobili po tri urnem susˇenju v
kuhinjski pecˇici pri 60 oC.
Prispevek je sestavljen kot sledi. Ker meritve temeljijo na tehtanju mase po Uvodu sledi
Dolocˇitev merilnega pogresˇka tehtnice in vlazˇnosti. Nato sledijo Rezultati in diskusija. Pri-
spevek zakljucˇimo s sklepi in smernicami za morebitne nadaljnje raziskave.
2 Dolocˇitev merilnega pogresˇka tehtnice in vlazˇnosti
Mase vzorcev so med 108 g in 115 g. Za izracˇun pogresˇka vlazˇnosti uposˇtevamo maso vzorca
100 g, torej smo pri izracˇunu pogresˇka na varni strani.
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Slika 3 : Tehtanje mase vzorcev plosˇcˇ.
V tehnicˇnih podatkih tehtnice [1] je razvidna razsˇirjena merilna negotovost s 95% verjetnostjo
pri meritvi mase 100 g vrednosti 0.017 g, slika 1. Pri merjenju vlazˇnosti ene plosˇcˇe mase
priblizˇno 100 g je tako napaka vlazˇnosti 0.017 %, kar uporabimo za izracˇun merilnega pogresˇka
[2]. Torej vse meritve vlazˇnosti imajo deklarirani pogresˇek ±0.017 %.
Izvedli smo tudi dolocˇitev standardnega odklona tehtnice s testom ponovljivosti tehtanja posa-
meznega vzorca pri sobnih pogojih. Ker je bilo merjenje koncˇano v slabi uri smemo predposta-
viti, da se mase vzorcev med meritvami ni spremenila. Za vsako plosˇcˇo smo izvedli 5 ponovitev
meritve mase. Iz ponovitev merjenja za isto plosˇcˇo smo izracˇunali povprecˇno maso, standar-
dni odklon in interval zaupanja srednje vrednosti s 95% zaupanjem oziroma razsˇirjeno merilno
negotovost. Povzetek rezultatov smo prikazali v tabeli na sliki 2. Ugotovimo, da so izmerjene
vrednosti raztrosa 0.016 g nekoliko vecˇje od deklarirane vrednosti 0.006 g. Verjeten vzrok je
oblika plosˇcˇ, ki je nekoliko zvita in mocˇno odstopa od etalonskih utezˇi pri tovarnisˇkem umer-
janju, kjer so rezultati umerjanja odvisni od polozˇaja utezˇi na tehtnici. Za pogresˇek posamezne
meritve privzamemo zaokrozˇeno vrednost ±0.020 g, kar znasˇa pogresˇek vlazˇnosti ±0.02 %.
V naslednjem odstavku bomo pojasnili metodologijo merjenja vlazˇnosti vzorcev. Pred vsako
meritvijo mase vzorca smo plosˇcˇo obrisali s krpo do nevidnih kapljic. Ocenimo napako vlazˇnosti
v primeru vodne kapljice na plosˇcˇi. Predpostavimo volumen kapljice 1 mm3. Masa te hipo-
teticˇne kapljice je tako 1e-3 g, kar pri 100 gramskem vzorcu znasˇa 0.001 %, torej zanemarljivo
malo. Zakljucˇimo torej, da morebitne z ocˇmi nevidne povrsˇinske kapljice ne vplivajo na na-
tancˇnost meritev. Nadalje je pomembno, da meritev opravimo cˇimprej, ko vzorec izpostavimo
sobnim pogojem oziroma ohlajanju. Iz meritve dinamike razvlazˇevanja smo ugotovili, da se v
minuti, kolikor ocenimo trajanje meritve, vlazˇnost pade za 0.01 %. Primerjava te vrednosti z
merilnim pogresˇkom 0.02 % pokazˇe, da imamo 2 minuti cˇasa za meritev mase, kar je dovolj.
Masa na tehtnici se je ustalila v nekaj sekundah.
3 Rezultati in diskusija
Vzorci so v obliki plosˇcˇ dimenzij velikosti 180*180*3.5 mm, slika 1. Testirali smo 4 materiale:
A, B, C in D. Gostota materialov je 1.08 za A, 1.18 za B in 1.14 kg/dm3 za C in D. Za vsak
material smo nakljucˇno izbrali 5 vzorcev. Z analizo mase vzorcev posameznega materiala smo
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Slika 4 : Vlazˇna komora z regulacijo temperature in 100 % vlazˇnostjo.
dobili presenetljive rezultate prikazane na sliki 3. Namrecˇ, za material D je raztros mase 3 g
med vzorci mocˇno izstopal v primerjavi z ostalimi materiali, ki so imeli raztros mase manjsˇe od
0.4 g. Slednje nakazuje na morebitno povecˇano poroznost v vzorcih materiala D.
Kronolosˇko gledano je testiranje potekalo po naslednjem vrstnem redu:
• vlazˇenje vzorcev pri razlicˇnih temperaturah,
• 24 urno susˇenje v liofilizatorju pri absolutnem tlaku 10 Pa in priblizˇno pri sobni tempera-
turi ter
• 3 urno susˇenje v kuhinjski pecˇici pri 60 oC in sobnem tlaku.
Med vsakim sklopom meritev je potekel priblizˇno 1 teden. Za najslabsˇi material D smo na sliki
5 prikazali kronolosˇki potek vlazˇnosti za vseh pet plosˇcˇ oziroma vzorcev. Ocˇitno je odstopanje
vzorcev sˇt. 4 in 5, ki imata na zacˇetku celo negativno vlazˇnost, slika 6. Slednje potrebuje poja-
snilo. Vsi vzorci materialov A, B in C so imeli minimum mase po susˇenju v kuhinjski pecˇici,
zato smo to maso izbrali za referencˇno in predpostavili nicˇelno vlazˇnost. Izjemi sta vzorca 4 in
5 materiala D, ki sta imela minimalno maso pri prvem tehtanju. Predvidevamo, da sta omenjena
vzorca na zacˇetku vsebovala praznine, ki so se tekom merjenja v treh tednih zapolnile z vlago.
Slednjo domnevo potrjuje diagram na sliki 5, kjer so vlazˇnosti vseh 5 vzorcev po treh tednih
prakticˇno enake in med vzorci ni vecˇ velike razlike. Prav tako se kronolosˇko zmanjsˇuje interval
zaupanja srednje vrednosti za material D, od zacˇetnih ±2% do koncˇnih ±0.02% po susˇenju
v pecˇici, slika, 8. Pri susˇenju v pecˇici so vsi intervali zaupanja srednje vrednosti primerljive
velikosti, vrednosti manjsˇe od ±0.05% za vse 4 materiale.
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Vlazˇenje v komori Liofilizator Pecˇica
Izenacˇitev vlazˇnosti
Slika 5 : Kronolosˇki potek meritev vlazˇnosti vzorcev od 1 do 5 za material D.
Slika 6 : Vlazˇenje vzorcev materiala D v komori v odvisnosti od temperature.
3.1 Vlazˇenje
Vzorce smo vlazˇili 24 ur v komori s kontrolirano temperaturo in 100 % vlazˇnostjo. Temperatura
v komori je nihala manj kot za 1 oC. Senzor vlazˇnosti je celotni cˇas kazal prakticˇno 100 %.
Primerjava rezultatov vlazˇenja je prikazana na sliki 7. Kot smo omenili zˇe prej, material D
mocˇno izstopa z vlazˇnostjo do 2.62 % pri 55 oC, slika 6. Pri tem materialu se vlazˇnost linearno
povecˇuje s temperaturo. Podobni trend je dobljen tudi pri materialu C, le da je vlazˇnost priblizˇno
10 krat manjsˇa, do 0.34 %. Ostala dva materiala A in B imata vlazˇnost manjsˇo od 0.10%.
Najboljsˇi je material B, ki ima vlazˇnost prakticˇno neodvisno od temperature in sicer med 0.03
in 0.04 %, kar je znotraj merilnega pogresˇka 0.02 %.
Material kazˇe nasprotni negativni trend vlazˇnosti v odvisnosti s temperaturo, vendar tega ne
moremo trditi z gotovostjo.
Za vse materiale izvedemo statisticˇni F-test hipoteze enakosti srednjih vrednosti v odvisnosti
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Slika 7 : Vlazˇnost v odvisnosti od temperature (referencˇna masa je masa pred meritvijo). Na
sredni sliki je enak diagram brez materiala D in v vecˇjem merilu. Spodnja slika prikazuje
rezultate F-testa enakosti srednje vrednosti vlazˇnosti.
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Slika 8 : Susˇenje v liofilizatorju (zgoraj) in pecˇici (spodaj).
od temperature z analizo variance, [2]. Rezultat je testa je cenilka
F0 =
MSTR
MSE
(2)
kjer smo z MS oznacˇili povprecˇje kvadratov vira variacije TR (kot treatment), v tem primeru
temperatura, in E znotraj eksperimentalnih tocˇk (kot Error). Primerjava cenilke z mejno vre-
dnostjo ovrzˇe enakost srednjih vrednosti oziroma potrjuje temperaturno odvisnost. Statisticˇno
z najvecˇjo gotovostjo trdimo temperaturno odvisnost za material C, sledita A in D, medtem ko
je B skoraj neodvisen od temperature. Morda je presenetljiva relativno nizka vrednost cenilke
za D, ki je posledica (pre)velikega raztrosa vlazˇnosti.
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3.2 Susˇenje
Primerjava susˇenja v liofilizatorju in pecˇici je prikazana na slike 8. Morda bi pricˇakovali, da
bo susˇenje v vakumu temeljitejsˇe, saj je vlazˇnost v vakumu prakticˇno nicˇ. Vendar je gonilna
sila, ki je enaka razliki parnega tlaka v materialu in vakuma, zelo mala in ocˇitno premajhna, da
bi se vzorci bistveno posusˇili. Verjetno je tudi debelina vzorcev 3.5 mm faktor neuspesˇnosti.
Uspesˇnejsˇe je susˇenje v pecˇici. Ocˇitno je visˇja temperatura 60 oC v tem primeru mocˇnejsˇa
gonilna sila susˇenja v primerjavi z tlacˇno razliko v liofilizatorju pri sobni temperaturi. V tem
primeru je zanimiva tudi dinamika navlazˇitve pri sobnih pogojih, saj se vlazˇnost v slabsˇem,
poroznejsˇem materialu D, hitro povecˇa zˇe v eni uri in se v naslednjih 23 urah ne povecˇa vecˇ. V
nasprotju se vlazˇnost materiala B pocˇasi povecˇuje.
4 Zakljucˇek
V prispevku smo prikazali meritve vlazˇnosti 4 plasticˇnih materialov v plosˇcˇati obliki s tehta-
njem. Deklarirani in izmerjeni interval zaupanja srednje vrednosti vlazˇnosti s 95 % verjetnostjo
je ± 0.02 % (α= 0.05) za pet ponovitev oziroma nakljucˇno izbranih vzorcev. Najprej smo me-
rili vlazˇnost v odvisnosti od temperature v 100 % relativni vlazˇnosti okolice v komori. Mocˇno
izstopa material D. Vlazˇnost se z vecˇjo temperaturo vecˇa in dosezˇe vrednost 2.62±0.72 % pri
55 oC. Ostali trije imajo zanemarljivo vlazˇnost do 0.3 %. Material B je najboljsˇi, saj se mu
vlazˇnost povecˇa le 0.03 %, kar je podobno merilnemu pogresˇku ± 0.02 %.
Vzorce smo susˇili na dva nacˇina: 24 ur v liofilizatorju pri temperaturi 20 oC in absolutnem tlaku
10 Pa ter 3 ure v kuhinjski pecˇici pri 60oC. Ucˇinkovitejsˇo susˇenje je v pecˇici.
Podoben vrstni red vzorcev, kot pri meritvi vlazˇnosti in susˇenju, je tudi pri meritvi standardnega
odklona oziroma raztrosa mase vzorcev pred meritvami vlazˇnosti, kjer material D mocˇno iz-
stopa z 10 krat vecˇjo vrednostjo 3.09 g v primerjavi z ostalimi 3 materiali. Slednje nakazuje
mozˇnost vhodne kontrole kvalitete polizdelkov s preprosto meritvijo raztrosa mase sestavnih
delov.
V prihodnosti zˇelimo dolocˇiti vlazˇnost vzorcev z namakanjem v vodi z namenom intenziv-
nejsˇega raztapljanja absorbiranega plina v vzorcih. Sˇe posebej bi bilo zanimivo raziskati vpliv
tlaka in temperature.
Nadaljnje raziskave bi bile mozˇne tudi v smeri eksperimentalne dinamike vlazˇenja oziroma
razvlazˇevanja ter v numericˇnem modeliranju pojava.
Literatura
[1] Kern, S. GMBH, Kalibrierschein ref kb 600-2, model lb 650-2n, num. w1900193.
[2] A. Hribernik, Metode eksperimentalnega dela - Nacˇrtovanje eksperimentov, Univerza v Ma-
riboru, Fakulteta za strojnisˇtvo, 2017.
- 8 -- 184 -
SLOVENSKO DRUŠTVO ZA MEHANIKO
SREČANJE KUHLJEVI DNEVI 2020
Tehnika podobmočij metode temeljnih rešitev
pri reševanju Laplaceove enačbe
Zlatko Rek1 in Božidar Šarler1
Subdomain technique of the method of fundamental solutions
in solving the Laplace equation
Povzetek. Za  reševanje  Laplaceove  enačbe  je  bila  uporabljena  metoda  temeljnih  rešitev.
Metoda je enostavna in zelo natančna. Njena slabost je potreba po umetnem robu, ki predstavlja
lokacije  izvornih  točk.  Zaradi  tega  ta  metoda  v  osnovni  obliki  ni  uporabna  v  primeru
kompleksnega računskega območja. Težavo odpravimo z uporabo tehnike podobmočij, s katero
računsko območje razdelimo na več enostavnih podobmočij in na skupnih robovih upoštevamo
združljivostne pogoje. Uporaba tega pristopa je prikazana na primeru 2D L-območja. Primerjava
rezultatov  izračuna  z  analitično  rešitvijo  pokaže  uspešnost  predstavljene  tehnike  reševanja
problemov kompleksne geometrije računskega območja.
Abstract. The method of fundamental solutions was used to solve the Laplace equation. The
method is simple and very accurate. Its disadvantage is the need for an artificial boundary that
represents  the  locations  of  the  source  points.  Therefore,  this  method in  its  basic  form is  not
applicable in the case of a complex computational domain. The problem is solved by using the
subdomain technique, which divides the computational domain into several  simple subdomains
and takes into account the compatibility conditions at the common boundaries. The application of
this approach is shown in the case of the L-shaped 2D domain. A comparison of the results with an
analytical  solution  shows  the  very  good  agreement  which  confirms  the  applicability  of  the
presented technique for problems with the complex geometry.
1 Uvod
Laplaceova enačba je eliptična parcialna diferencialna enačba drugega reda [1]. To pomeni,
da so vrednosti funkcije v območju določene z vrednostmi funkcije ali njenega normalnega
odvoda  na  robu  območja.  Splošna  teorija  reševanja  te  enačbe  je  poznana  kot  teorija
potenciala. Rešitve so harmonične funkcije, ki so pomembne na več področjih matematične
fizike, kot npr. pri ustaljenem prevodu toplote v trdni snovi [2] in ustaljenem toku nestisljive
neviskozne tekočine (potencialni tok) [3].
1Laboratorij za dinamiko fluidov in termodinamiko, Fakulteta za strojništvo, Univerza v Ljubljani
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V nekaterih primerih je enačba analitično rešljiva. Če je geometrija računskega območja bolj
kompleksna,  pa  je  rešljiva  samo  numerično.  Uporabimo  lahko  različne  metode,  kot  so:
območne  metode  (metoda  končnih  razlik  [4],  metoda  končnih  elementov  [5],  metoda
kontrolnih  volumnov  [6]),   robne  metode  (robna  integralska  metoda  [7])  ali  brezmrežne
metode.  Med  slednje  spada  metoda  temeljnih  rešitev  (ang.  »Method  of  Fundamental
Solutions« – MFS) [8,9], ki je uporabljena v tem prispevku.
Prednost  MFS pred  ostalimi  metodami  je  v  tem,  da  je  resnično  brezmrežna.  Za  rešitev
Laplaceove enačbe potrebujemo samo vrednost funkcije ali normalnega odvoda funkcije v
robnih  točkah.  Tako  odpade  diskretizacija  območja  ali  roba  območja  na  posamezne
elemente.
Ima pa MFS eno pomanjkljivost.  Izvorne točke moramo postaviti  izven območja, na t.  i.
umetni (ang. »artificial«) rob, saj bi bil  drugače sistem linearnih enačb singularen. Če bi
točka ležala v notranjosti območja, pa bi bila tam rešitev singularna. Kot bo prikazano v
nadaljevanju,  lahko  v  nekaterih  primerih  kompleksne  geometrije  ta  metoda  odpove.  Z
uporabo tehnike podobmočij to težavo opravimo.
2 Metoda temeljnih rešitev za Laplaceovo enačbo
Iščemo rešitev Laplaceove enačbe v 2D območju Ω, ki  je omejeno z robom Γ= ΓD Γ∪Γ N
(slika 1), pri čemer je na delu ΓD predpisan Dirichletov robni pogoj in na delu ΓN Neumannov
robni pogoj.
Slika 1: Računsko območje. 
Vrednost funkcije u, v nadaljevanju potenciala, v točki p je določena z Laplaceovo enačbo
∇ 2 u( p)=0, p∈Ω (1)
in robnim pogojem Dirichletovega oz. Neumannovega tipa
u (p )=u , p∈ΓD (2)
∂ u
∂ n
( p)=n⋅∇ u ( p)=q , p∈ΓN (3)
kjer p = (px, py) predstavlja vektor položaja točke v območju Ω in n = (nx, ny) vektor normale
na rob Γ.
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Enačbo  (1) rešimo  za  neznane  vrednosti  potenciala  u  po  metodi  temeljnih  rešitev  z
nastavkom
u (p )=∑
j=1
N
α j u
*( p , s j ) (4)
kjer so αj neznani koeficienti, u*(p, sj) so globalne aproksimacijske funkcije (temeljne rešitve
Laplaceove  enačbe)  in  N število  točk  na  robu  Γ. Normalni  odvod potenciala  dobimo z
odvajanjem enačbe (4)
q ( p)=∂u ( p)
∂n
=∑
j=1
N
α j
∂u*( p , s j)
∂ n
=∑
j=1
N
α j q
* (p , s j ) (5)
2D temeljna rešitev in njen normalni odvod v kartezičnih koordinatah sta
u*( p ,s )= 1
2 π
log 1
r (6)
q*( p , s)=
( px−s x)nx+( py−s y)ny
2π r 2
(7)
kjer  je  r=√( px−s x)2+(p y−s y)2  razdalja  med kolokacijsko  točko  p in  izvorno točko  s.
Izvorne točke so od kolokacijskih točk oddaljene na razdalji d(p,s) v smeri normale na rob in
predstavljajo t. i. umetni rob Γ´. Optimalna vrednost d(p,s) je 6,5 kratnik razdalje med dvema
sosednjima kolokacijskima točkama [10,11].
Enačbo  (4) zapišemo za vse točke na robu  ΓD in enačbo (5) za vse točke na robu ΓN, ter
upoštevamo robne pogoje iz enačb  (2) in  (3). Dobimo sistem linearnih enačb za neznane
koeficiente αj 
[A]{α}={b } (8)
Ko sistem linearnih enačb (8) rešimo, lahko v poljubni točki p območja (vključno z robom)
eksplicitno iz enačbe  (4) izračunamo potencial.  Odvoda potenciala v točki  p izračunamo
eksplicitno z enačbama
∂ u( p)
∂ x
=∑
j=1
N
α j qx
*( p , s j ) in 
∂ u( p)
∂ y
=∑
j=1
N
α j q y
* ( p , s j) (9)
kjer sta odvoda temeljne rešitve
qx
* ( p , s)= 1
2 π
p x−s x
r 2
 in q y
* ( p ,s)= 1
2 π
py−s y
r2
(10)
3 Tehnika podobmočij
Pri metodi temeljnih rešitev lahko pride v nekaterih primerih zaradi lege izvornih točk, ki
tvorijo umetni rob, do težav. Primer takšnega problematičnega območja je prikazan na sliki 2
levo, kjer je prisotna ozka reža. Če upoštevamo priporočilo o optimalni razdalji med izvorno
in kolokacijsko točko, potem izvorna točka leži v računskem območju, čeprav bi morala biti
izven. Drugi problematičen primer je prikazan na sliki 2 desno in predstavlja t. i. L-območje,
kjer  dva  sosednja  robova  tvorita  kot  90°.  V  tem  primeru  ležijo  izvorne  točke  s in
kolokacijska točka p na isti premici.
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p i
s i
p j
pi+1 si+1
pi si
pi-1 si-1
Slika 2: Problematični območji. 
Primere s takšnimi problematičnimi območji lahko rešimo z uporabo tehnike podobmočij. To
pomeni, da računsko območje razdelimo na m enostavno povezanih konveksnih podobmočij
Ω=∪Ωi , i=1,…m.  Pri  tem  se  pojavijo  robovi,  ki  so  skupni  dvema  sosednjima
podobmočjema.  Na  teh  robovih  so  neznane  tako  vrednosti  potenciala  kot  normalnega
odvoda. Da je sistem linearnih enačb (8) rešljiv (enako število enačb in neznank), moramo
upoštevati  še  združljivostne  pogoje.  Tako  v  kolokacijski  točki  pi predpišemo  enakost
potenciala
u ( p i)=u( p j) (11)
in v kolokacijski točki pj nasprotno enakost odvodov
q ( p j )=−q( pi ) (12)
kjer je pi = pj kolokacijska točka, ki je skupna podobmočju i in podobmočju j, ter je i < j.
8
4
1
2
6
7
3
5
podobmočje II
podobmočje I
Slika 3: Območje z dvema podobmočjema.
Za ilustracijo uporabe tehnike podobmočij kot preprost zgled obravnavamo ustaljen prevod 
toplote skozi ravno steno. Na sliki 3 je prikazano kvadratno območje, razdeljeno na dve 
podobmočji. Na zgornjem in spodnjem robu je predpisan normalni odvod (q1 = q7 =0), na 
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levem in desnem robu pa potencial (u2 = u6 = 0, u4 = u8 =1). Uporabljeno je minimalno število 
kolokacijskih točk tako, da je na vsakem robu samo ena točka. 
Sistem linearnih enačb za območje z dvema podobmočjema in upoštevanjem pogoja (11) za 
točko p3 in pogoja (12) za točko p5 je
[
q11
* q12
* q13
* q14
* 0 0 0 0
u21
* u22
* u23
* u24
* 0 0 0 0
u31
* u32
* u33
* u34
* u55
* u56
* u57
* u58
*
u41
* u42
* u43
* u44
* 0 0 0 0
−q31
* −q32
* −q33
* −q34
* q55
* q56
* q57
* q58
*
0 0 0 0 q55
* q56
* q57
* q58
*
0 0 0 0 q55
* q56
* q57
* q58
*
0 0 0 0 q55
* q56
* q57
* q58
*
]{α1α2α3α4α5α6α7α8}={
q1
u2
0
u4
0
u6
q7
u8
} (13)
kjer elementi matrike u ij
*=u*( p i , s j ) predstavljajo vrednosti temeljne rešitve in q ij
*=q* ( pi , s j )
vrednosti njenega normalnega odvoda za kolokacijsko točko pi in izvorno točko sj.
Vidimo, da so vrstice matrike, ki predstavljajo skupne točke podobmočij, polno zasedene,
medtem ko so v vseh ostalih vrsticah od nič različni le tisti elementi, ki pripadajo skupnemu
podobmočju. Z rešitvijo sistema (13) dobimo vrednosti koeficientov α. Vrednost potenciala
in gradienta potenciala v točkah 3 in 5 izračunamo z enačbama  (4) in  (9):  u = 0,500011 in
∇u = (-0,989647, -0,367761×10-15). Analitični vrednosti sta: u = 0,5 in ∇u = (-1, 0).
4 L-območje
Kot  zgled  učinkovitosti  tehnike  podobmočij  pri  metodi  temeljnih  rešitev  za  Laplaceovo
enačbo uporabimo primer iz [12].
podobmočje 1
podobmočje 2 podobmočje 3
Slika 4: Območje z dvema podobmočjema.
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Geometrija  računskega območja  in  robni  pogoji  so  prikazani  na  sliki  4 levo.  Analitično
rešitev [13] lahko zapišemo z razvojem potenciala v vrsto okoli vogalne točke x = y = 5, pri
čemer je ostanek reda velikosti 10-5, ki ima v polarnih koordinatah obliko
u (r ,θ)=0,667−0,155r 2/ 3 cos(2θ/3)−0,025 r4 /3 cos(4θ/3)+O (10−5)r 2 cos (2θ) (14)
Problem rešujemo z  metodo temeljnih  rešitev  za  eno območje  in  z  delitvijo  na  tri  pod-
območja,  slika  4 desno.  Po  robu  računskega  območja  je  ekvidistantno  razporejenih  128
kolokacijskih vozlišč. Razdalja med sosednjima vozliščema je Δ=0,3125.
a) eno območje b) tri podobmočja
Slika 5: Potencialno polje za L-območje. 
a) eno območje b) tri podobmočja
Slika 6: Gradient potenciala za L-območje. 
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Na sliki  5 je prikazano polje potenciala  u, za predpisane robne pogoje. Pri uporabi enega
samega  območja  je  rešitev  popolnoma  napačna  zaradi  že  prej  omenjene  problematične
lokacije izvornih točk. Z uporabo treh podobmočij dobimo pravilno rešitev.
Tudi  ∇u je  pri  uporabi  enega  območja  izračunan  narobe,  medtem  ko  je  z  uporabo
podobmočij pravilen, slika 6.
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
θ=0°
θ=90°
θ=180°
θ=270°
MFS
r
u(
r,θ)
)
Slika 7: Primerjava analitičnih rešitev in MFS izračuna. 
Slika 7 kaže primerjavo MFS izračuna za območje s tremi podobmočji z analitičnimi profili
potenciala na intervalu r = [0,1] v vertikalni in horizontalni smeri. Kot vidimo v tabeli 1, ki
prikazuje razliko uan-uMFS, je ujemanje zelo dobro.
Tabela 1: Razlika med analitično in MFS rešitvijo.
r θ = 0° θ = 90° θ = 180° θ = 270°
0,0 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003
0,2 0,0034 0,0019 -0,0012 -0,0028
0,4 0,0022 0,0013 -0,0006 -0,0015
0,6 0,0015 0,0009 -0,0003 -0,0008
0,8 0,0013 0,0007 -0,0001 -0,0004
1,0 0,0011 0,0006 0,0000 -0,0002
5 Zaključki
Za reševanje Laplaceove enačbe smo uporabili metodo temeljnih rešitev. Težava te, drugače
zelo natančne in preproste metode je umetni rob, kjer so locirane izvorne točke. V primeru
kompleksne geometrije, kot so npr. ozke reže ali robovi, ki tvorijo kot 90°, MFS odpove. Kot
primer problematične geometrije smo obravnavali območje v obliki črke L. Problem smo
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rešili z uporabo tehnike podobmočij, pri kateri računsko območje razdelimo na enostavna
podobmočja.  V  kolokacijskih  točkah,  ki  ležijo  na  stiku  sosednjih  podobmočij,  smo
upoštevali združljivostne pogoje. Primerjava analitičnih rešitev in rezultatov MFS izračuna
pokaže, da je tehnika podobmočij uspešna pri reševanju Laplaceove enačbe. Velja omeniti,
da je predstavljena tehnika direktno razširljiva na 2D osnosimetrično in 3D geometrijo, le
ustrezno temeljno rešitev je potrebno uporabiti.
Zahvala: Avtorja  se  zahvaljujeta  podpori  DESY,  Hamburg,  Nemčija  v  okviru  projekta
“Innovative Methods for the Imaging with the use of X-ray Free Electron Laser (XFEL) and
Synchrotron  Sources”  ter  Javni  agenciji  za  raziskovalno  dejavnost  Republike  Slovenije
(ARRS)  v  okviru  projekta  J2-1718  Napredno  brezmrežno  modeliranje  in  simulacija
večfaznih sistemov in programa P2-0162 Tranzientni dvofazni tokovi.
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Lagrangevo sledenje delcev na poljubnih nestrukturiranih
mrezˇah
Mitja Sˇtrakl1 in Jure Ravnik1
Lagrangian particle tracking on arbitrary unstructured meshes
Povzetek. Predstavljamo proces implementacije podpore poljubnih nestrukturiranih mrezˇ za upo-
rabo v 3D algoritmih Lagrangevega sledenja delcem. Ti za delovanje potrebujejo znane tokovne
velicˇine na lokacijah delcev, ki jih je potrebno rekonstruirati iz vozlisˇcˇnih vrednosti mrezˇe. Predmet
obravnave bodo zato resˇitve za interpolacijo in izracˇun gradientov v razlicˇnih oblikah elementov
mrezˇe, ki bodo med seboj primerjane po zmogljivostih in omejitvah.
Abstract. In this paper we are presenting the implementation of arbitrary unstructured mesh support
for 3D Lagrangian particle tracking algorithms, for which flow field variables must be known on
particle locations. This can be achieved by reconstruction from element node values. Therefore, we
are proposing multiple interpolation and gradient calculation methods, for different element shapes,
which we will compare in terms of performance and limitations.
1 Uvod
Podrocˇje vecˇfaznih tokov z delci je v zadnjih letih pogosto raziskovan problem, ki je zanimiv za
najrazlicˇnejsˇa podrocˇja procesne tehnike, okoljskega inzˇenirstva, prav tako pa farmacije in me-
dicine, od kod izvira tudi ena bolj aktualnih raziskav, in sicer numericˇna obravnava vecˇfaznega
toka z delci v pljucˇih. V sklopu teh raziskav je bilo vecˇkrat ugotovljeno, da geometrijski de-
tajli kljucˇno vplivajo na nastale tokovne strukture [1] in dinamiko delcev [2], zato je za dober
posnetek realnega stanja potrebno zajeti dejansko ”in-vitro”obliko pljucˇ, npr. z rekonstrukcijo
geometrije iz CT ali MRI slikanja [3]. Posledicˇno se je fokus raziskav v tej smeri zacˇel obracˇati
v razvoj modelov z uporabo specificˇne geometrije z visoko resolucijo detajlov, kjer je izziv
zˇe samo mrezˇenje taksˇnih struktur. Tukaj nastopijo algoritmi nestrukturiranega mrezˇenja, ki
kombinirajo razlicˇne oblike elementov mrezˇe za boljsˇe zajemanje dejanske geometrije in nje-
nih detajlov. V zadnjem cˇasu je zaznati velik poudarek na mrezˇenju s poliedricˇnimi elementi,
1 Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Mariboru
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saj prinasˇajo prednosti pri zmozˇnosti zajemanja geometrijskih detajlov [4] in pri natancˇnosti
nekaterih numericˇnih operacij. Zaradi specificˇnih oblik je potrebno vpeljati podporo za taksˇne
elemente tudi v algoritme sledenja delcem. V nadaljevanju zato predstavljamo algoritem is-
kanja delcev po elementih mrezˇe, metodo interpolacije z oblikovnimi funkcijami, ki deluje na
osnovnih oblikah elementov, za poliedricˇne elemente pa predstavljamo dve metodi, in sicer
metodo interpoliranja preko ”koordinat srednjih vrednosti”ter izpeljano metodo interpoliranja
s pomocˇjo dekompozicije poliedra na preprostejsˇe elemente. Za izracˇun gradientov predsta-
vljamo metodo z odvajanjem oblikovnih funkcij, ki je bila prilagojena za aplikacijo na vseh
osnovnih elementih in poliedrih.
2 Pridobivanje tokovnih velicˇin na lokaciji delca
2.1 Iskalni algoritem
Vsak element mrezˇe je zapisan kot mnozˇica tocˇk, ki ga obdajajo in tvorijo robove elementa, ti pa
tvorijo robne povrsˇine. Skupek vseh robnih povrsˇin je zakljucˇena povrsˇina elementa. Algoritem
iskanja, v katerem elementu lezˇi delec, temelji na preverjanju pogoja, ali lezˇi delec na notranji
strani povrsˇine za vse robne povrsˇine elementa. To je najlazˇje zapisati s skalarnim produktom
vektorja, ki kazˇe od sredisˇcˇa robne povrsˇine do delca in normale na to povrsˇino (Slika 1 levo),
in sicer
∀ f ∈ e : n f · (v−v f )< 0, (1)
kjer je f robna povrsˇina elementa, n f normala na f , v krajevni vektor pozicije delca in v f
krajevni vektor sredisˇcˇa f . Algoritem zacˇne s preverjanjem zgornjega pogoja v zadnjem znanem
elementu za ta delec, nadaljuje pa s preverjanjem v sosednjih elementih delca, nato pa sˇe v
drugem krogu (sosednji elementi sosedov). Cˇe v tej skupini ni ustreznega elementa, se zazˇene
iskanje po celotni mrezˇi.
2.2 Interpolacija tokovnih velicˇin
2.2.1 Interpolacija z oblikovnimi funkcijami
Interpoliranje z oblikovnimi funkcijami je prirocˇna metoda za uporabo v osnovnih oblikah
elementov, ki imajo fiksno sˇtevilo vozlisˇcˇ in robnih povrsˇin. V splosˇnem bodo dane funk-
cije izpolnile dve osnovni zahtevi za zveznost C0, in sicer: ϕi(x j) = δi, j; δi, j = 1↔ i= j in
δi, j = 0↔ i 6= j, kjer je ϕi oblikovna funkcija i− tega lokalnega vozlisˇcˇa elementa e v domeni
Ω, x j je j− to globalno vozlisˇcˇe mrezˇe in v poljubna tocˇka znotraj e, ki je omejen z n lokal-
nimi vozlisˇcˇi xi. Za aproksimacijo poljubnega polja u v Ω lahko zapisˇemo linearni polinom
u(x,y,z) = α1+α2x+α3y+α4z, kjer so x,y,z koordinate tocˇke v in αi koeficienti polinoma.
Cˇe se osredotocˇimo na posamezni element e, z vozlisˇcˇnimi vrednostmi polja u(xi,yi,zi) = ui
in vpeljemo zaenkrat sˇe neznane funkcije koordinat ϕi(x,y,z), dobimo interpolacijski polinom
u(x,y,z) = ∑ni=1ϕi(x,y,z)ui, kjer so ϕi(x,y,z) oblikovne funkcije pripadajocˇih vozlisˇcˇ. Izrazi za
ϕi so nacˇeloma odvisni od oblike elementa in jih je najlazˇje poiskati, cˇe definiramo geometrijo
elementa e v naravnih koordinatah ξ,η,ζ [5], kar za najpreprostejsˇi element - tetraeder pomeni
ϕ1(ξ,η,ζ) = 1−ξ−η−ζ, ϕ2(ξ,η,ζ) = ξ, ϕ3(ξ,η,ζ) = η, ϕ4(ξ,η,ζ) = ζ. (2)
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Preden lahko zgornje izraze uporabimo za poljubno interpolacijo v Ω, moramo poiskati zvezo
med globalnimi x,y,z in lokalnimi (naravnimi) koordinatami ξ,η,ζ, kar zapisˇemo kot [6]
x=
n
∑
i=1
ϕi(ξ,η,ζ)xi, y=
n
∑
i=1
ϕi(ξ,η,ζ)yi, z=
n
∑
i=1
ϕi(ξ,η,ζ)zi. (3)
Glede na to, da poznamo vozlisˇcˇne koordinate xi,yi,zi in tocˇko v, lahko ξ,η,ζ izrazimo tako, da
vstavimo (2) v (3) in resˇimo nastali sistem enacˇb. S tem so dolocˇene vse neznanke interpola-
cijskega polinoma, s pomocˇjo katerega lahko sedaj izvedemo interpolacijo znotraj poljubnega
elementa. Predstavljen postopek lahko na podoben nacˇin izpeljemo sˇe za ostale osnovne oblike
elementov, kar pa ni mogocˇe trditi za kompleksnejsˇe oblike, kot npr. poliedre, saj pri slednjih
v splosˇnem ne obstaja univerzalna povezljivost med njegovimi topolosˇkimi gradniki, kar je
osnova za izpeljavo oblikovnih funkcij.
2.2.2 Interpolacija s koordinatami srednjih vrednosti
Ena od interpolacijskih metod, ki jo je v splosˇnem mozˇno aplicirati na element poljubne oblike
(z razumnimi omejitvami glede kvalitete elementa), je metoda koordinat srednjih vrednosti ali
MVC (angl. Mean Value Coordinates), ki jo je najprej predstavil M. Floater [7], z uporabo
na poljubnih poligonalnih povrsˇinskih elementih. Kasneje so uporabnost metode razsˇirili sˇe za
tridimenzionalne poliedricˇne elemente [8]. Tako je mozˇno izraziti vrednost polja u v poljubni
tocˇki v znotraj poliedricˇnega elementa mrezˇe e, kot linearno kombinacijo vozlisˇcˇnih vrednosti
polja ui. Cˇe za neznano polje izberemo kar koordinate v, ki jih zˇelimo rekonstruirati z linearno
kombinacijo vozlisˇcˇnih koordinat vi, bomo iskali nabor funkcij ϕi, za katere velja
n
∑
i=1
ϕi(v) = 1 in
n
∑
i=1
ϕi(v)vi = v. (4)
Zacˇnemo s triangulacijo povrsˇine poliedra - vse robne povrsˇine, ki imajo vecˇ kot 3 vozlisˇcˇa, so
triangulirane na nacˇin dodajanja robov, ki izhajajo iz skupnega vozlisˇcˇa (Slika 1 levo). Tako
iz vsakega povrsˇinskega elementa z n vozlisˇcˇi nastane grucˇa n− 2 trikotnikov T = [vi,v j,vk],
ki tvorijo povrsˇinsko mrezˇo trikotnikov τ. Vsak trikotnik T tvori navidezni tetraeder z inter-
polacijsko tocˇko v (Slika 1 sredina), kjer daljice, ki povezujejo v z T , tvorijo med sabo kote
β jk, normale na povrsˇine tetraedra pa so n jk. Nadaljevanje obravnave temelji na dejstvu, da je
integral vseh normal, po povrsˇini zakljucˇenega elementa enak 0. Cˇe v tocˇki v ocˇrtamo sfero z
enotskim polmerom in nanjo projiciramo vi,v j,vk, skozi tocˇko v, dobimo sfericˇni trikotnik Tˆ,
ki ga omejujejo enotski vektorji ei = (vi - v)/ri, kjer je ri = |vi−v|. Normala v poljubni tocˇki p
kjerkoli na Tˆ je tako p−v, in ker je integral vseh normal po povrsˇini sfere enak nicˇ, velja
0 =
∫
S
(p−v) = ∑
T∈τ
∫
Tˆ
(p−v), kjer je
∫
Tˆ
(p−v) = µi,Tei+µ j,Te j+µk,Tek, (5)
medtem ko so µi,T vpeljani koeficienti, ki jih bomo izrazili v nadaljevanju. Cˇe izraz zgoraj
prepisˇemo v sumacijo po vozlisˇcˇih elementa vi dobimo
0 =
n
∑
i=1
∑
T3vi
µi,Tei =
n
∑
i=1
wi(vi−v), kjer je wi = 1ri ∑T3vi
µi,T > 0. (6)
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Slika 1 : V skrajno levi poziciji je prikazan postopek triangulacije poliedricˇnega elementa e, na
nacˇin dodajanja robov iz skupnega vozlisˇcˇa (npr. 1). V sredinski poziciji je prikazan navidezni
tetraeder, ki nastane s povezavo vozlisˇcˇ posameznega povrsˇinskega trikotnika T = [vi,v j,vk] in
tocˇke v. Daljice, ki povezujejo v z T , tvorijo med sabo kote β jk, normale na povrsˇine tetraedra
pa so n jk. V skrajno desni poziciji je prikazan sfericˇni trikotnik Tˆ = [vˆi, vˆ j, vˆk], ki nastane s
projekcijo vseh vozlisˇcˇ T skozi v na sfero enotskega polmera, kjer je np normala na Tˆ v poljubni
tocˇki p.
Koeficiente µi,T bomo izrazili z uposˇtevanjem teorema 2, ki ga predstavljajo Floater et. al. [8],
in sicer
µi,T =
β j,k+βi, jni, j ·n j,k+βk,ink,i ·n j,k
2ei ·n j,k , (7)
s tem pa so definirane vse vpeljane neznanke iz zgornje izpeljave, zato koncˇno dobimo ϕi iz wi,
z uposˇtevanjem (4), kar pomeni
ϕi = wi/
n
∑
i=1
wi. (8)
2.2.3 Interpolacija z dekompozicijo na tetraedre
Z namenom znizˇevanja kompleksnosti procesa interpolacije v poliedricˇnih elementih predsta-
vljamo sˇe poenostavljeno metodo, ki temelji na ideji, da znotraj poliedra okrog interpolacijske
tocˇke rekonstruiramo preprostejsˇi tridimenzionalni element, v katerem je mozˇno interpolirati
z uporabo oblikovnih funkcij. Pri tem si pomagamo z uporabo zˇe predstavljene triangulacije
povrsˇine poliedra - da dobimo povrsˇinsko mrezˇo τ. Vsak trikotnik T iz τ bomo formirali v
tetraeder z vpeljavo sredisˇcˇne tocˇke elementa vc = 1n ∑
n
i=1vi, ki je znana zˇe v fazi inicializa-
cije, zato je poliedre mozˇno dekompozirati vnaprej, to pa pomeni bistveni prihranek cˇasa med
cˇasovno zanko algoritma. Proces interpolacije v poliedru se tako zacˇne s ponovnim zagonom
iskalnega algoritma, ki tokrat isˇcˇe dekompozirani element znotraj poliedra, v katerem lezˇi in-
terpolacijska tocˇka v, interpolirano vrednost polja u(x,y,z) pa, kot zˇe predstavljeno, dobimo z
uporabo interpolacijskega polinoma in uposˇtevanjem (2) in (3).
2.3 Dolocˇanje gradientov polja
Zˇe vecˇkrat smo omenili, da je osnova za zagon LPT (angl. Lagrangian Particle Tracking)
algoritma poznavanje tokovnih velicˇin na lokaciji delca, med katerimi je tudi potrebno izpeljati
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gradiente osnovnih velicˇin, kot sta hitrostno in tlacˇno polje. Cˇe izhajamo iz predpostavke, da za
poljuben element mrezˇe zˇe poznamo oblikovne funkcije, lahko z vpeljavo Jacobijeve matrike J
[9] in uposˇtevanjem (2) in (3), dobimo gradient polja v globalnem koordinatnem sistemu, kar
zapisˇemo z
∇u(x,y,z) = J−1

∂u
∂ξ
∂u
∂η
∂u
∂ζ
= J−1 n∑
i=1

∂ϕi
∂ξ (ξ,η,ζ)ui
∂ϕi
∂η (ξ,η,ζ)ui
∂ϕi
∂ζ (ξ,η,ζ)ui
 (9)
kjer je J−1 inverz Jacobijeve matrike. Podoben postopek lahko apliciramo tudi na ostalih osnov-
nih oblikah elementov, enako kot prej, pa to ne velja za poliedricˇne elemente. Resˇitev za
dolocˇanje gradientov v poliedrih poisˇcˇemo v zgoraj predstavljeni metodi dekompozicije po-
liedra na tetraedre, v katerih lahko normalno apliciramo predstavljen postopek odvajanja obli-
kovnih funkcij. Tako imamo definiran postopek za vse oblike elementov in lahko izracˇunamo
gradiente v vozlisˇcˇih vseh elementov mrezˇe, kar se izvede samo enkrat ob inicializaciji al-
goritma. Gradiente na lokaciji delcev pa racˇunamo v cˇasovni zanki z uporabo predstavljenih
interpolacijskih metod.
3 Predstavitev rezultatov in diskusija
V tem poglavju so zbrani rezultati testiranja metod interpolacije in izracˇuna gradientov in po-
dani sklepi glede natancˇnosti, zmogljivosti in omejitev posameznih metod. Pripravljeno je bilo
vzorcˇno obmocˇje Ω, v obliki pravilne kocke (x,y,z = −1..1), ki je bila diskretizirana s tremi
razlicˇnimi mrezˇami tetra-, heksa- in poliedricˇna mrezˇa. Vse mrezˇe so bile zgrajene s kar se
da enakim sˇtevilom diskretizacijskih tocˇk - prb. 2.3 ·104, kar je prineslo priblizˇno 1.2 ·105 pri
tetraedricˇni, 2.2 · 104 pri heksaedricˇni in 3.9 · 103 elementov pri poliedricˇni mrezˇi. V obmocˇju
je bilo inicializirano skalarno polje u= sin [ωpi(x+ y+ z)], kjer je ω frekvenca trigonometricˇne
funkcije, vpeljana z namenom vplivanja na stopnjo nelinearnosti polja (v sklopu analize smo
uporabili vrednosti 110 −4). V razponu Ω so v tem obmocˇju ω nastala polja od skoraj linearnih
(ω = 110 ) do visoko nelinearnih, ki znotraj domene dosezˇejo do 6 period (ω = 4). Za analizo
interpolacijskih metod je bilo opravljeno vzorcˇenje v obsegu 8000 vzorcˇnih tocˇk, v katerih so
bile pridobljene interpolirane vrednosti, gradiente pa smo racˇunali v tocˇkah mrezˇe. Za pre-
gled natancˇnosti numericˇno pridobljenih vrednosti smo dolocˇili pripadajocˇo relativno napako
εr = |(u′− u)/u|, kjer je u′ interpolirana, u pa analiticˇna vrednost polja. Pridobljeni podatki
(Slika 2) so ponazorjeni s pomocˇjo [10] funkcije gostote porazdelitve Pk(x) = 1Nh ∑
N
j=1K (
ε−ε j
h ),
kjer je h pasovna sˇirina in K funkcija glajenja, za katero je v okviru te aplikacije bila izbrana
standardna normalna porazdelitev s srednjo vrednostjo µ = 0 in standardno deviacijo σ = 1.
Za zacˇetek obravnave se osredotocˇimo kvazi-linearno polje, ki ga dobimo z ω = 110 , kjer je
razvidno, da je pri interpolacijah (Slika 2a) velikostni razred celotnega obmocˇja εr med 10−4
in 10−3, srednje vrednosti pa znasˇajo okrog 2 · 10−4 za tetra- (I1) in heksaedricˇne mrezˇe (I2)
in nekje 3 · 10−4 za obe poliedricˇni metodi (I3 in I4). Podobna oblika je razvidna tudi pri po-
razdelitvi εr za gradiente (Slika 2b), srednje vrednosti napak pa so za velikostni razred visˇje in
pri ω= 110 znasˇajo 4 ·10−3 za heksa- (G2) ter 5 ·10−3 za tetra- (G1) in poliedricˇno mrezˇo (G3).
S prehodom na bolj ne-linearna polja se magnituda srednjih vrednosti napak zacˇne povecˇevati
tako pri interpolacijah kot tudi pri gradientih, kar je mozˇno razbrati iz prikazane porazdelitve
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Slika 2 : Prikazane so verjetnostne porazdelitve εr za razlicˇne metode interpolacije (a in c), ter
metode izracˇuna gradientov (b in d), navpicˇno pa so vrisane srednje vrednosti. Prikazana je tudi
odvisnost srednjih vrednosti εr v obmocˇju ω= 110 −4 (e in f). Oznake: I1 - oblikovne funkcije
(tetra), I2 - oblikovne funkcije (heksa), I3 - MVC (poli) in I4 - tetraedricˇna dekompozicija
(poli), G1 - gradienti (tetra), G2 - gradienti (heksa), G3 - gradienti (poli).
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pri ω = 2 (Slika 2c in 2d). Kljucˇni podatek iz aspekta verifikacije delovanja predstavljenih
algoritmov pa je diagram poteka srednjih vrednosti εr (Slika 2e in 2f) saj jasno pokazˇe trend
znizˇevanja εr, s priblizˇevanjem k linearnosti vhodnega polja. S primerjavo med razlicˇnimi inter-
polacijskimi metodami (I1 - I4) ugotovimo, da se srednje vrednosti napak pri enakih ω bistveno
ne razlikujejo, se pa ves cˇas kazˇe trend nekoliko manjsˇih napak pri I1 in I2, proti I3 in I4. Pri
gradientih velja podobno, z razliko, da se tam pojavljajo manjsˇe napake samo pri G2. Na pod-
lagi te ugotovitve se izkazˇe, da so, iz aspekta natancˇnosti, vse predstavljene metode primerne za
uporabo v okviru predstavljene aplikacije. Glede na to, da se vse interpolacijske metode delno
ali v celoti izvajajo v cˇasovni zanki, je bila opravljena sˇe analiza porabljenega racˇunskega cˇasa
med izvajanjem, kjer smo ugotovili, da se metode med sabo kar precej razlikujejo. Najhitrejsˇi
metodi sta I1 in I4, ki porabita 6.13 in 8.60 s na 106 operacij, metodi I2 in I3 pa obe porabita
bistveno vecˇ cˇasa in sicer 55.9 in 42.9 s. Pri oblikovnih funkcijah je poraba cˇasa pri sami inter-
polaciji zanemarljiva, saj se izvede samo sumacija ϕi po vseh vozlisˇcˇih, bistveno bolj zamudna
pa je operacija pretvorbe med koordinatnimi sistemi, ki jo je pri dolocˇenih elementih, potrebno
resˇevati numericˇno. To velja npr. za heksaedre, kjer ta pretvorba zajema vecˇino porabljenega
cˇasa - 53.6 s (96%). Pri interpolaciji v poliedrih pa vecˇji cˇasovni zamik predstavlja formiranje
tetraedrov iz triangulacije in racˇunanje normal ter kotov med vektorji, zato je poraba cˇasa vi-
soka tudi pri I3, saj se to izvaja v cˇasovni zanki pri vsaki interpolaciji. Nasprotno pa pri I4 to
poteka samo v inicializaciji, dejanska interpolacija v cˇasovni zanki pa je skoraj enaka kot pri I1,
zato je izvajanje bistveno hitrejsˇe kot pri I3.
4 Zakljucˇek
Obravnavali smo nacˇine pridobivanja tokovnih velicˇin na lokaciji delca pri algoritmih sledenja
delcem na poljubnih nestrukturiranih mrezˇah, ki vsebujejo razlicˇne oblike elementov. Predsta-
vili smo algoritem iskanja delca po elementih, razlicˇne metode za interpolacijo tokovnih velicˇin
iz vozlisˇcˇ v notranjost elementa in metode za dolocˇitev izpeljanih tokovnih velicˇin - gradientov.
Pri vseh interpolacijskih metodah smo izvedli analizo natancˇnosti in cˇasovno analizo, pri meto-
dah za izracˇun gradientov pa samo analizo natancˇnosti, saj se algoritem izvede samo enkrat ob
inicializaciji in nima bistvenega vpliva na trajanje numericˇne analize. V splosˇnem lahko glede
uporabnosti zakljucˇimo, da so vse predstavljene metode primerne za uporabo v okviru pred-
stavljene aplikacije, vseeno pa med njimi obstajajo dolocˇene razlike. Iz aspekta natancˇnosti
se pri interpolacijskih metodah kazˇe trend majhne prednosti pri interpoliranju z oblikovnimi
funkcijami v heksaedricˇnih elementih (I2), ampak je na ta racˇun cˇasovna ucˇinkovitost te me-
tode slabsˇa. Primerjava med metodama interpolacije v poliedrih pokazˇe le minimalne razlike v
natancˇnosti v prid MVC (I3), medtem ko cˇasovna analiza pokazˇe bistveno prednost pri metodi
dekompozicije na tetraedre (I4). Pri primerjanju metode dolocˇanja gradientov med razlicˇnimi
elementi nismo zaznali bistvenih odstopanj pri natancˇnosti - vse metode se obnasˇajo podobno.
Glede na navedeno lahko sklepamo, da pri uporabi vseh predstavljenih algoritmov na realnih
primerih pricˇakujemo zadovoljive rezultate, glede natancˇnosti in porabljenega cˇasa racˇunanja,
vseeno pa se je potrebno zavedati prikazanih omejitev, predvsem pri prehodu na nelinearna po-
lja. V teh primerih se lahko pojavijo nekoliko vecˇja odstopanja, npr. v elementih blizu stene pri
obravnavi problemov s turbulentno mejno plastjo, zato tukaj sˇe ostaja potencial za optimizacijo,
kar naj bo izziv za prihodnje raziskave.
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Modeliranje izmenjave gibalne kolicˇine med delci in tekocˇino v
vecˇfaznih tokovih
Ozˇbej Verhnjak1, Matjazˇ Hribersˇek1 in Jure Ravnik1
Modelling of momentum exchange between particles and fluid
in multiphase flows
Povzetek. Predstavljen je model za izracˇun kinematike dvosmerno sklopljenih sistemov tekocˇina-
delci. Zvezno fazo predstavimo v Eulerjevem zapisu z uporabo metode robnih elementov, delce pa
v Lagrangevem zapisu. Za izmenjavo gibalne kolicˇine med tekocˇino in delci uporabimo metodo
delec-v-elementu (particle-in-cell, PIC). Podajamo izpeljavo in koncˇne enacˇbe za izracˇun taksˇnega
sistema ter racˇunski primer.
Abstract. In the following article we present a model to compute kinematics of two-way coupled
fluid-particles system. While the continuous phase is modelled in Eulerian frame of reference using
the boundary element method, particles are modelled in Lagrangian frame of reference. Exchange of
the momentum between fluid and particles is described by Particle-In-Cell method. The derivation
of the model and the final equations for the computations are presented. Finally, we tested the model
and present the results of the numerical example.
1 Uvod
Gibanje majhnih tocˇkovnih delcev v vzajemnem vplivanju z viskozno tekocˇino je izrednega po-
mena pri mnogih inzˇenirskih problemih in znanstvenih raziskavah. Znani primeri uporabe med
drugimi vkljucˇujejo razprsˇilno premazovanje, lebdecˇe sloje, onesnazˇevanje ozracˇja in avtomo-
bilske izpuste.
Pri modeliranju pojava dvofaznih tokov moramo najprej zapisati vse sile, ki delujejo na po-
samezne udelezˇence pojava. V splosˇnem je zaradi zapletenosti pojava nemogocˇe uposˇtevati
vse, ki delujejo, saj bi na ta nacˇin brez potrebe otezˇili matematicˇno modeliranje. Tako sˇtevilo
uposˇtevanih sil zmanjsˇamo na tiste, katerih prispevek je k dogajanju in spreminjanju danega
sistema najvecˇji. Pri dvofaznih tokovih sˇtevilo uposˇtevanih sil oznacˇimo s pomocˇjo n-smernih
1 Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Mariboru
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sklopov [1]. Primere, za katere izvor gibalne tekocˇine delca ne vpliva na gibanje tekocˇine,
hkrati pa ima tekocˇina dolocˇen vpliv na premikanje delca, poimenujemo enosmerno sklaplja-
nje. Cˇe obe fazi, trdna in tekocˇa, sorazmerno vplivata ena na drugo, je sklapljanje dvosmerno.
V splosˇnem so medsebojni trki delcev prisotni tako pri enosmernem, kot tudi pri dvosmernem
sklapljanju, vendar v primeru majhnega prostorninskega delezˇa delcev (φd) ne pomenijo veli-
kega doprinosa k spremembi gibanja. Kadar je prostorninski delezˇ dovolj velik, potem moramo
medsebojne trke uposˇtevati, kar podamo kot sˇtirismerno sklapljanje.
Zaradi prevelike zahtevane racˇunske mocˇi je direktna numericˇna simulacija (DNS) dvofaznih
tokov z vecˇjim sˇtevilom delcev nesmiselna in predraga za vsakodnevno inzˇenirsko uporabo. Na-
mesto DNS-a raje uporabljamo razlicˇne numericˇne priblizˇke, katerih vecˇina spada bodisi med
Euler-Euler (EE) bodisi med Euler-Lagrange (EL) modele. Navedena modela se razlikujeta v
nacˇinu obravnave razprsˇene trdne faze: EE model razprsˇeno fazo obravnava s pomocˇjo Euler-
jeve sheme, medtem ko jo EL model popisˇe s pomocˇjo Lagrangeve sheme. Za izracˇun dvofaznih
tokov z EL modeli imamo dve mozˇnosti. Prva je zˇe bila omenjena na zacˇetku odstavka in pred-
postavlja celovite informacije o delcih: robne pogoje na njihovih stenah in hitrostna polja okoli
njih. Pri mikrometrskih delcih bi taksˇne zahteve pomenile izredno goste racˇunske mrezˇe, kar
je za splosˇno inzˇenirsko rabo sˇe vedno nepredstavljivo. Namesto DNS pri EL uvedemo poeno-
stavitev, s katero delec racˇunsko zmanjsˇamo na tocˇko. Taksˇni tocˇkovni delci v geometricˇnem
smislu nimajo vecˇ roba in tako ne zahtevajo robnih pogojev na strani tekocˇine. Njihov izvor gi-
balne kolicˇine pa v tekocˇino sklopimo s pomocˇjo novega izvornega cˇlena v Navier-Stokesovih
enacˇbah, s katerimi modeliramo prenos gibalne kolicˇine tekocˇine. Novo uvedeni izvorni cˇlen
lahko na mrezˇo prenesemo na razlicˇne nacˇine. Ena izmed mozˇnosti je uporaba Gaussovega filtra
[2], druga mozˇnost pa, da izvor enakomerno porazdelimo po posamezni celici. Slednjo imenu-
jemo PIC [3]. Dodatna priljubljena metoda je projekcijska metoda (angl. projection method -
PM), ki se od PIC razlikuje v tem, da namesto uporabe volumskega povprecˇenja vrednost izvora
delca po posameznih vozlisˇcˇih celice razdeli z uvedbo volumskih razmerij. V kolikor vodilne
enacˇbe zapisˇemo v integralsko obliko s pomocˇjo fundamentalne resˇitve in Greenovega stavka,
to vodi do preproste implementacije sklapljanja [4]. Pri velikem sˇtevilu delcev je zahtevana
racˇunska mocˇ prevelika, da bi omenjene metode ucˇinkovito uporabljali, zato obicˇajno mode-
liramo zgolj manjsˇe sˇtevilo reprezentativnih delcev, kjer vsak predstavlja oblak pravih delcev.
Oblaki delcev so predstavljeni kot en racˇunski delec, znotraj katerega se nahaja vecˇje sˇtevilo
dejanskih delcev z enakimi fizikalnimi lastnostmi [1].
2 Vodilne enacˇbe
2.1 Tok tekocˇine
Obravnavamo trdne delce razprsˇene v gibajocˇi tekocˇini. Velikost delcev naj bo veliko manjsˇa od
karakteristicˇne velikosti najmanjsˇih struktur v toku, Reynoldosovo sˇtevilo delcev (vreld/ν) pa
veliko manjsˇe od ena. Na taksˇne razmere pogosto naletimo v industriji (susˇenje) in v okoljevar-
stvu (aerosol) in omogocˇajo tocˇkovno modeliranje delcev in zapis vodilnih enacˇb v Lagrangeovi
obliki.
Taksˇen dvofazni tok lahko celovito popisˇemo s poznavanjem hitrostnega in tlacˇnega polja. Vse
spremembe v posameznem polju so posledica interakcije tekocˇine z okolico (stene, delci). Cˇe
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privzamemo, da je tekocˇina nestisljiva in da skozi stene delcev ne poteka izmenjava mase,
enacˇbo ohranitve mase za tekocˇino zapisˇemo kot
~∇ ·~u= 0, (1)
kjer smo z ~u oznacˇili hitrostno polje tekocˇine. Prenos gibalne kolicˇine predstavimo z Navier-
Stokes enacˇbo
ρ
(
∂~u
∂ t
+~u ·~∇~u
)
=−~∇p+µ∇2~u−~∇ ·~P. (2)
V enacˇbi (2) smo z ρ oznacˇili gostoto tekocˇine, s t cˇas, s p tlak, z µ dinamicˇno viskoznost in
s ~P izvor gibalne kolicˇine zaradi prisotnosti delcev. Divergenca izvora gibalne kolicˇine ~∇ ·~P
nam pove s kaksˇno silo posamezen delec deluje na enoto volumna tekocˇine, zaradi predpo-
stavke o tocˇkovnem delcu pa ga v splosˇnem zapisˇemo s pomocˇjo Diracove delta funkcije. Di-
racova delta funkcija je matematicˇno tocˇna definicija tocˇkovnega delca. Tocˇkovni delec, ki ga
dolocˇa polozˇajni vektor~b j lahko predstavimo tudi kot zelo majhen delcˇek celotne prostornine,
ki jo oznacˇimo z V (~b j). S pomocˇjo vpeljanega delcˇka prostornine lahko izvor gibalne kolicˇine
zapisˇemo kot:
~∇ ·~P(~r,~b) =
κ∑
Np
j
~F(~b j)
V(~b j)
, cˇe ~r ∈V (~b j)
0 drugacˇe,
(3)
kjer ~Fj predstavlja posamezne sile s katerimi tekocˇina deluje na delec,~b j krajevni vektor j-ga
delca, Np sˇtevilo oblakov delcev, κ sˇtevilo delcev v posameznem oblaku delcev in ~r splosˇni
krajevni vektor.
2.2 Gibanje delcev
Razprsˇeni delci se v premikajocˇi tekocˇini zacˇno premikati tako zaradi prostorninskih kot po-
vrsˇinskih sil. V primeru, ki ga obravnavamo, je edina pomembna prostorninska sila tezˇa,
povrsˇinske sile pa nastanejo kot posledica medsebojnega vpliva tekocˇine in delca. Naj ima
delec premer d, maso md , gostoto ρd in naj velja ρd  ρ . Predpostavimo sˇe, da so vsi delci
enake, pravilne, okrogle oblike. Ob teh predpostavkah se gibalna enacˇba za delec zapisˇe takole
[5]:
md
d~v
dt
= md~g
(
1− ρ
ρd
)
+~Fd , (4)
kjer smo z~v oznacˇili hitrost delca in z ~Fd silo upora. Prvi cˇlen na desni strani enacˇbe (4) pred-
stavlja tezˇo zmanjsˇano za vzgon. Zaradi velike razlike v gostotah smo silo navidezne mase in
Bassetovo silo zanemarili. Ob predpostavki majhnih Reynoldosvih sˇtevil delcev in Stokesove
resˇitve toka okoli delcev in z uvedbo odzivnega cˇasa delcev τd = ρdρ
d2
18ν enacˇbo (4) preobliku-
jemo v
md
d~v
dt
= md
~vs
τd
(
1− ρ
ρd
)
−md~v−~uτd , (5)
kjer~vs predstavlja hitrost posedanja delcev~vs = τd~g.
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Enacˇbe (2), (3) in (5) zdruzˇimo in z uporabo naslednjih karakteristicˇnih velicˇin: karakterisitcˇna
hitrost tekocˇine u0, tezˇnostni pospesˇek na povrsˇini Zemlje g0, karakteristicˇni tlak p0, karakteri-
sticˇna dimenzija L in dobimo zapis v brezdimenzijski obliki:
∂~u∗
∂ t∗
+(~u∗·)~u∗ =− 1
Eu
~∇p∗+
1
Re
∇2~u∗−Me
St
Np
∑
j
κ
(~v∗s +~u∗−~v∗)
V (~b j)
, (6)
kjer zvezdica oznacˇuje brezdimenzijsko velicˇino in so Re Reynoldsovo sˇtevilo, Eu Eulerjevevo
sˇtevilo in St = τdu0/L Stokesovo sˇtevilo. Vpeljali smo karakteristicˇno sˇtevilo izmenjave gibalne
kolicˇine, ki je definirano takole:
Me=
ρd
ρ
Vd
L3
. (7)
Karakteristicˇno sˇtevilo izmenjave gibalne kolicˇine predstavlja razmerje med maso delca in maso
karakteristicˇnega volumna tekocˇine. Zaradi lazˇje izpeljave v nadaljevanju oznacˇimo u∗mom =
(~v∗s +~u∗−~v∗). V nadaljevanju bomo - prav tako zaradi lazˇje izpeljave - zvezdice izpusˇcˇali.
3 Dvosmerno sklapljanje v hitrostno-vrtincˇni formulaciji Navier-Stokesovih enacˇb
Cˇe na enacˇbo (6) z leve strani delujemo z operatorjem rotor lahko izpeljemo robno-obmocˇno
integralsko enacˇbo za prenos vrtincˇnosti [6]:
c(~ξ )~ω(~ξ )+
∫
Γ
~ω~∇u∗(~ξ ,~r) ·~ndΓ=
∫
Γ
u∗(~ξ ,~r)~qdΓ+Re
∫
Ω
u∗(~ξ ,~r)
((
~u ·~∇
)
~ω−
(
~ω ·~∇
)
~u
)
dΩ
−Re
∫
Ω
(
∂~ω
∂ t
)
u∗(~ξ ,~r)dΩ− Re ·Me
St
Np
∑
j
κ
Vj
∫
Γ
~n×u∗(~ξ ,~r)~umom, jdΓ+
∫
Ω
~umom, j×~q∗(~ξ ,~r)dΩ

(8)
kjer je ~ω vrtincˇnost, u∗(~ξ ,~r) fundamentalna resˇitev Laplaceove enacˇbe,~q∗(~ξ ,~r) =~∇u∗. Zadnji
cˇlen na desni strani enacˇbe je posledica modeliranja izmenjave gibalne kolicˇine med delci in
tekocˇino. Za majhen kosˇcˇek prostornine okoli delca, na kateri izmenjujemo gibalno kolicˇino
z racˇunsko mrezˇo, izberemo element racˇunske mrezˇe v katerem je delec. Za izpeljavo zgornje
oblike smo uporabili nekaj matematicˇnih relacij, katerih uporaba je opisana v [7]. Za resˇevanje
enacˇbe (8) bomo uporabili podobmocˇno metodo robnih elementov. Celotno obmocˇje Ω raz-
delimo na vecˇ manjsˇih elementov (mrezˇa), od katerih vsak predstavlja pod-obmocˇje. Da bi iz
enacˇbe (8) prisˇli do diskretizirane enacˇbe, uporabimo oblikovne funkcije za interpolacijo funk-
cij in fluksov znotraj celice in na robnih ploskvah (robnih elementih). Posamezno funkcijo
znotraj robnega elementa interpoliramo kot f = ∑ϕi fi, znotraj pod-obmocˇja kot f = ∑Φi fi.
Fluksi so po robnih obmocˇjih interpolirani s pomocˇjo g= ∑φigi. Vrednosti integralov ostajajo
celoten racˇunski cˇas enake, zato jih lahko izracˇunamo vnaprej:
[H] =
∫
Γ
ϕi~q∗ ·~ndΓ, [G] =
∫
Γ
φiu∗dΓ,
[
~A
]
=
∫
Γ
ϕi~nu∗dΓ,[
~D
]
=
∫
Ω
Φi~q∗dΩ, [B] =
∫
Ω
Φiu∗dΩ
(9)
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Obravnavani pojav je cˇasovno odvisen z akumulacijskim cˇlenom ∂~ω∂dt , ki ga bomo racˇunsko
dolocˇili z uporabo tritocˇkovne diferencˇne sheme, temeljecˇe na koncˇnih razlikah:
∂~ω
∂ t
= β1~ω−β2~ω ′+β3~ω ′′. (10)
Poglejmo podrobneje sˇe zadnji cˇlen na desni strani enacˇbe (8). Izvor gibalne kolicˇine delca je
izmenjan zgolj z enim samim elementom s prostornino V . Ker pa je znotraj elementa kvadra-
tna interpolacija, je dovolj, da izvor gibalne kolicˇine uposˇtevamo zgolj za tisto izvorno tocˇko
elementa, ki se nahaja na sredini pod-obmocˇja. Oznacˇimo jo z ~ξmp. Za~umom velja:
~umom =
{
~umom,m cˇe ~b ∈V ∧~ξ = ~ξmp,
0 drugacˇe,
(11)
kjer je za~umom,m zahtevano, da mora pri integraciji po volumnu celice (z uposˇtevanimi nicˇelnimi
vrednostmi na vseh vozlisˇcˇih celice, razen na sredinskem) vrniti vrednosti ~umom. Pod taksˇnimi
pogoji potem zapisˇemo
~umom,m =
~umom ·8∫
ΩΦmpdΩ
=
(
2
3
)3
~umom, (12)
kjer smo z Φmp oznacˇili oblikovno funkcijo srednje izvorne tocˇke in z vrednostjo 8 volumen
celice v lokalnem koordinatnem sistemu. Koncˇno diskretizirano obliko enacˇbe (8) zapisˇemo z
uporabo zgoraj nasˇtetih pogojev. Natancˇnejsˇe podatke o izpeljavi in izvedbi numericˇnih metod
lahko bralec dobi v [4].
4 Racˇunski primer
Dvosmerno sklopljen model, ki smo ga predstavili v prejsˇnjih poglavjih, smo preizkusili na
poenostavljenem modelu dvofaznega toka navzgor po kanalu pravilnega kvadratnega preseka,
ki je prikazan na Sliki 1. Primer taksˇnega toka v inzˇenirski rabi najdemo npr. pri susˇenju. Kanal
ima kvadratni presek s stranico brezdimenzijske vrednosti L = 1 in visˇino H = 2. Tekocˇina
in delci vstopata v kanal skupaj, pri cˇemer uposˇtevamo, da imajo delci pri vtoku enako hitrost
kot tekocˇina. Dimenzijske lastnosti tekocˇine in delcev ter posameznih parametrov so podani v
tabeli 1.
Tabela 1: Lastnosti tekocˇine in delcev (levo) in primerjava razlicˇno gostih racˇunskih mrezˇ (de-
sno), kjer navajamo sˇtevilo elementov in sˇtevilo prostostnih stopenj (DOF).
(a) Lastnosti
L 0.02 m H 0.04 m
ρ 1.2 kg/m3 ρd 1500 kg/m3
ν 1.57 ·10−5 m2/s d 20 µm
St 8.85 ·10−3 vs 0.017 m/s
u0 0.1 m/s κ 105
(b) Primerjava racˇunskih mrezˇ
Mrezˇa lRMS DOF
12 ·6 ·6 4.85 ·10−3 5667
16 ·8 ·8 1.44 ·10−3 12099
24 ·12 ·12 3.75 ·10−3 36387
Racˇunski model ne predvideva turbulentnega obnasˇanja toka, zato je bil ta laminaren z Re =
127. Da bi zagotovili cˇim bolj natancˇen izracˇun in kasnejsˇo realno primerjavo, smo sˇe pred
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L
H
~u, ~v
~g
y
z
x
~ω = 0, ~u= 0
∂~u
∂ t +u0
∂~u
∂n = 0, ~ω =
~∇×~u
~ω = ~∇×~u, ~u= (u0, 0, 0)
Slika 1: Primer kanala s pravilnim kvadratni presek L ·L in visˇino H/L = 2. Na stenah kanala
uposˇtevamo Dirichletove robne pogoje, medtem ko imamo na vtoku znane vrednosti. Na iztoku
so robni pogoji Neumannovi.
samo uporabo dvosmernega sklapljanja tok tekocˇine izracˇunali posebej. Na vtoku smo robne
pogoje dolocˇili z uporabo analiticˇne resˇitve za laminarni Poiuselleov tok tekocˇine po kanalu
kvadratnega prereza [8]. Na iztoku smo predvideli konvektivni iztocˇni robni pogoj [9], medtem
ko se polje vrtincˇnosti izracˇunava iz hitrostnega polja. Na stenah kanala smo dolocˇili brezdrsne
Dirichletove robne pogoje. S tako postavljeno geometrijo, zacˇetnimi ter robnimi pogoji smo
izvedli analizo mrezˇe, da bi zagotovili, kar se da majhne potrebne racˇunske cˇase. Primerjali smo
tri mrezˇe z naslednjimi sˇtevili elementov v posameznih smereh: 12 · 6 · 6, 16 · 8 · 8, 24 · 12 · 12.
Medsebojno smo jih primerjali tako, da smo izracˇunali RMS normo lRMS vrednosti hitrostnega
polja na iztoku, za katere velja: lRMS =
√
∑(~u−~uana)2/∑~u2ana. Tu ~uana predstavlja analiticˇno
izracˇunane vrednosti hitrostnega polja. Za izracˇun zvezne faze smo uporabili cˇasovni korak
∆t = 0.02 (0.004 s).
(a) Izgled mrezˇe (b) Izracˇunan primer
0
0.5
1
1.5
2
2.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
u
x
[−
]
L [−]
Simulacija
Analiticˇno
(c) Primerjava
Slika 2: Na sliki (levo) vidimo izbrano mrezˇo, na kateri smo izvedli simulacije. Izracˇunan
tok brez dvosmernega sklapljanja je prikazan na srednji sliki. Za izracˇunan tok podajamo sˇe
primerjavo hitrostnih profilov po sredi kanala (slika desno).
Analiza mrezˇe je prikazana na tabeli 1b. Opazimo, da je norma lRMS nizka in enakega reda
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velikosti na vseh treh mrezˇah, kar nakazuje, da je simulacija na vseh treh mrezˇah podala pra-
vilen rezultat. Na podlagi dobljenih lRMS vrednosti smo se odlocˇili za najgostejsˇo mrezˇo veli-
kosti 16 · 8 · 8 elementov. Mrezˇa in izracˇun stacionarnega stanja sta prikazana na Sliki 2. Da
je tekocˇina obravnavana pravilno, dokazuje tudi primerjava hitrostnega profila izracˇuna z ana-
liticˇnim hitrostnim profilom (Slika 2c).
Na vtoku v racˇunsko obmocˇje pripotujejo delci, ki imajo na zacˇetku enako hitrost kot tekocˇina
na mestu posameznega delca. Zacˇetni polozˇaji delcev so bili nakljucˇni, tako da je bila volumska
koncentracija delcev po celotnem preseku kanala enaka. Na ta nacˇin smo zagotovili pravilnost
predpostavke, da so delci zˇe pred sklapljanjem potovali skupaj s tokom. Sˇtevilo delcev se s
cˇasom povecˇuje, tako da jih vsak cˇasovni korak v obmocˇje prispe enako sˇtevilo. Oblika in
lastnosti delca morajo ustrezati racˇunskim predpostavkam, ki smo jih privzeli pri izpeljavi enacˇb
dvosmernega sklapljanja. Gostota in premer delca sta podani v tabeli 1. Dvosmerno sklopljeno
simulacijo smo izvedli tako, da smo delce postavili v kanal, v katerem je bil tok zˇe razvit. Za
pravilen izracˇun premika delcev potrebujemo vecˇ notranjih cˇasovnih korakov, za sˇtevilo katerih
je najbolj merodajno Stokesovo sˇtevilo (St). Sˇtevilo cˇasovnih korakov za premik delca znotraj
enega cˇasovnega koraka zvezne faze smo ocenili z naslednjo relacijo 10∆t/St. Simulacijo smo
zakljucˇili pri cˇasu t = 1.4 (0.28 s).
4.1 Rezultati
Pri dvosmerno sklopljenih simulacijah zˇelimo raziskati, kako se zaradi prisotnosti delcev spre-
meni tok tekocˇine in kako se delci premikajo po obmocˇju. Skupni rezultat taksˇne simulacije pri
t = 1.2 je prikazan na sliki 3a. Za lazˇji prikaz vpliva delcev na hitrost tekocˇine smo izbrali dve
prem
ica 1
prem
ica 2
(a) Simulacija
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L [−]
Analiticˇno
Simulacija
(b) t1, premica 1
0
0.5
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1.5
2
2.5
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u
x
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L [−]
Analiticˇno
Simulacija
(c) t1, premica 2
Slika 3: Levo je prikazano potovanje delcev v dvosmerno sklopljeni simulaciji. Desno je prika-
zana hitrost tekocˇine vzdolzˇ kanala pri cˇasu t1 na dveh profilih.
domeno prebadajocˇi premici, po kateri smo izrisali hitrostni profil in ga primerjali z analiticˇno
izracˇunanim profilom toka cˇiste tekocˇine, na katero ne vplivajo delci. Prva premica gre skozi
tocˇki (0.2,0.5,0) in (0.2,0.5,1), druga premica pa skozi (1.8,0.5,0) in (1.8,0.5,1) Omenjena
profila smo med seboj primerjali pri dveh razlicˇnih cˇasih t1 = 0.2 in t2 = 1.4 (sliki 3 in 4). Iz
primerjav je razvidna razlika v hitrostnih profilih, pri cˇemer pa se masa ohranja. Razlika hi-
trostnega profila tekocˇine je posledica izmenjave gibalne kolicˇine in energije med delcem ter
tekocˇino.
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(a) t2, premica 1
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Slika 4: Primerjava hitrosti tekocˇine vzdolzˇ kanala za premico 1 in premico 2 pri cˇasu t2.
5 Zakljucˇek
Predstavili smo model dvosmernega sklapljanja tekocˇine in delcev v hitrostno vrtincˇni formu-
laciji Navier-Stokesovih enacˇb.Za izracˇun zvezne faze smo uporabili metodo robnih elementov,
medtem ko smo za sklapljanje delcev uporabili PIC model. Izpeljali smo vodilne enacˇbe in
izracˇunali preprost primer dvofaznega toka po kanalu kvadratnega preseka navzgor. Ugotovili
smo, da zˇe pri majhnih prostorninskih razmerjih delcev, njihova prisotnost vpliva na dinamiko
tekocˇine, kar smo razbrali iz hitrostnih profilov.
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Kolaps kavitacijskega mehurcˇka ob bakteriji na
mikrometrskem merilu
Jure Zevnik1 in Matevzˇ Dular1
Cavitation bubble collapse in vicinity of a bacterium on a
microscale
Povzetek. V prispevku naslavljamo numericˇno modeliranje interakcije kavitacijskega mikro-
mehurcˇka s prosto plavajocˇo bakterijsko celico. Uporabljamo pristop s sklopljenim modelom, ki
uposˇteva vplive viskoznosti, povrsˇinske napetosti in nelinearne stisljivosti tekocˇine, ter je zmozˇen
zajeti deformacije bakterijske ovojnice in njihovega vpliva na samo dinamiko mehurcˇka. Simula-
cije so bile izvedene za razlicˇne vrednosti brezdimenzijske razdalje med mehurcˇkom in bakterijo
γ. Za vse obravnavane primere lahko opazimo skoraj popolnoma sfericˇno obnasˇanje mehurcˇkov,
kar v vecˇji meri pripisujemo vplivom povrsˇinske napetosti. Rezultati kazˇejo na izrazito nelinearen
trend padanja vrsˇnih mehanskih obremenitev na bakterijsko ovojnico z razdaljo γ, kar gre pripisati
nelinearnemu slabenju tlacˇnovalovne fronte tekom njenega sˇirjenja v prostoru. Kljub temu za dovolj
majhne razdalje γ lahko opazimo velik sˇkodni potencial z vrsˇnimi vrednostmi ekvivalentnih nape-
tosti v celicˇni ovojnici do 8.1 MPa in pripadajocˇimi raztezki do 0.27. Posledicˇno ugotavljamo, da
je potencialno unicˇujocˇe obmocˇje razdalje med mikromehurcˇkom in bakterijo dokaj majhno, kar bi
bilo lahko kljucˇnega pomena pri optimizaciji ucˇinkovitosti hidrodinamske kavitacije za unicˇevanje
bakterij.
Abstract. In the present paper, we adress the numerical modeling of an interaction between a ca-
vitation microbubble and a freely submerged bacterial cell. A coupled numerical model is utilized,
which accounts for the effects of viscotity, surface tension, and nonlinear compressibility of the su-
rrounding fluid, and can capture deformations of the bacterium’s envelope and its effects on bubble
dynamics. Simulations were caried out for various values of the dimensionless bubble-bacterium
standoff distance γ. For all the considered cases, we can notice a spherical-like bubble behaviour,
which can be largely attributed to the effects of surface tension. Results show a clearly nonlinear
decrease of peak envelope loads with increased bubble-bacterium distance γ, which is due to the
nonlinear attenuation of a shockwave front during its propagation through the surrounding fluid.
Nevertheless, for smaller values of γ a great damage potential can still be observed, with peak enve-
lope equivalent stresses up to 8.1 MPa and the corresponding strains of 0.27. Consequently, we can
conclude that the potentially damaging area of bubble-bacterium distance is relatively small, which
could be crucial for efficiency optimization of hydrodynamic cavitation for bacteria eradication.
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1 Uvod
Cˇeprav je kavitacija sprva vzbudila interes znanstvene in inzˇenirske stroke predvsem zaradi ne-
gativnih ucˇinkov, kot so erozija materiala, vibracije in hrup v vodnih in turbinskh strojih [3],
se ta danes uporablja za najrazlicˇnejsˇe aplikacije. Med drugim lahko kavitacijo zasledimo pri
procesih cˇisˇcˇenja povrsˇin, v nekaterih medicinskih postopkih in cˇisˇcˇenju odpadnih voda [2].
Nedavno so raziskave pokazale, da lahko hidrodinamsko kavitacijo ucˇinkovito uporabimo tudi
za unicˇevanje bakterij [16] in celo inaktivacijo virusov [9] v vodi. Kljub napredku ostaja razu-
mevanje procesa na najbolj osnovni ravni slabo, kar zavira napredek te tehnologije.
Cˇe se osredotocˇimo na primer posameznega kavitacijskega mehurcˇka in bakterijske celice,
lahko na splosˇno locˇimo njuno interakcijo na dveh razlicˇnih prostorskih merilih. Kavitacij-
ski mehurcˇki so lahko bodisi bistveno vecˇji ( 1 µm) ali pa podobne velikosti v primerjavi z
bakterijskimi celicami (≈ 1 µm). Zaradi velike velikostne razlike v prvem primeru je zelo malo
verjetno, da bi prisotnost mikroorganizmov pomembno vplivala na obnasˇanje mehurcˇkov [18].
V danem prispevku naslavljamo numericˇno modeliranje interakcije med bakterijsko celico in
mehurcˇkom na mikrometrskem merilu, kjer bi prisotnost blizˇnjega delca oz. mikroorganizma
potencialno lahko vplivala na dinamiko mehurcˇka. Nasˇ glavni cilj je dolocˇiti kako blizˇina bak-
terijske celice vpliva na razvoj dinamike posameznega mikromehurcˇka, ter kako njuna medse-
bojna razdalja vpliva na obtezˇbo oz. odziv bakterijske ovojnice. Smotrno je namrecˇ pricˇakovati
visˇje obremenitve bakterijske ovojnice z manjsˇanjem razdalje med mehurcˇkom in bakterijo. Na
tem mestu je potrebno poudariti, da so delci in mikroorganizmi v realnosti razlicˇnih oblik in ve-
likosti. Na primer, posamezne bakterijske celice v dolzˇino navadno merijo med 0.5 in 5 µm, ter
zasedajo razne oblike, od preprostejsˇe krogelne, do kompleksnejsˇe sferocilindricˇne, palicˇaste,
spiralne, itd. [13].
Ob uposˇtevanju krogelne oblike lahko tako obravnavani primer umestimo znotraj sˇtudij interak-
cije posameznih kavitacijskih mehurcˇkov z deformabilnimi sfericˇnimi strukturami. Eni izmed
prvih, ki so racˇunsko naslovili obravnavano tematiko, so bili Kalumuck et al. [8], ki so izvedli
numericˇne simulacije kolapsa mehurcˇka v blizˇini strukture s sklopljenim modelom metode rob-
nih elementov (MRE) za opis tekocˇine in metode koncˇnih elementov (MKE) za opis trdnine.
Nedavno so s podobnim pristopom nadaljevali Goh et al. [4], ki so numericˇno in eksperimen-
talno raziskali obnasˇanje posameznih mehurcˇkov ob elasticˇni kroglici. Morda ravno obratno
od pricˇakovanja, so rezultati za silikonske kroglice z elasticˇnim modulom podobnim bakterij-
skim celicam E = 312 kPa [7] pokazali le minimalne deformacije sfere zaradi rasti in kolapsa
blizˇnjega mehurcˇka. Prav tako so rezultati v danem primeru pokazali zanemarljivo majhen vpliv
elasticˇnosti kroglice na sam mehurcˇek. Obe omenjeni sˇtudiji zajemata interakcijo kavitacijskega
mehurcˇka in sfere na vecˇjem, milimetrskem merilu, kjer imata povrsˇinska napetost in viskoznost
okolisˇke kapljevine navadno manjsˇi vpliv na dinamiko mehurcˇkov. Vpliv povrsˇinske napetosti
so v svojih sˇtudijah uposˇtevali Gracewski et al. [5] in kasneje Guo et al. [6]. Slednji so naslovili
numericˇno modeliranje (MRE) interakcije med kavitacijskim mikromehurcˇkom in rdecˇo krvno
celico v ultrazvocˇnem polju. Avtorji so elasticˇnost celice uposˇtevali preko povrsˇinske napetosti,
ki je linearno odvisna od povrsˇinskega raztezka, medtem ko so celicˇno notranjost modelirali kot
vodo. V vecˇini primerov so rezultati pokazali asimetricˇen kolaps mehurcˇka z razvojem osnega
curka stran od celice in maksimalen povrsˇinski raztezek celice velikostnega reda ≈ 0.1%. Po
drugi strani pa obstojecˇa eksperimentalna literatura kazˇe na to, da posamezni mehurcˇki lahko
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povzrocˇijo poracijo celicˇne membrane [10, 20, 11]. V prvih dveh primerih avtorji posˇkodbe
ovojnice pripisujejo strizˇnim silam, ki na celice delujejo zaradi lokalnega toka, ki ga ustvari
kolapsirajocˇi mehurcˇek. Predvsem zanimiv je izsledek, da so avtorji opazili poracijo celic z
verjetnostjo vecˇjo od 75%, ko je bila zacˇetna razdalja med mehurcˇkom in celico manjsˇa od
0.75-kratnika maksimalnega radija mehurcˇka [10, 20].
Bralec lahko opazi, da so vse dosedanje numericˇne raziskave na temo interakcije mehurcˇka
z delcem oz. celico izvedene z uporabo teorije potencialnega toka in metode robnih elemen-
tov (MRE) za opis dinamike tekocˇin, brez uposˇtevanja njene viskoznosti in stisljivosti. Ker
so strizˇne obremenitve in izsevanje tlacˇnih valov ob kolapsu mehurcˇka poleg temperaturnih
obtezˇb eni izmed glavnih potencialnih mehanizmov posˇkodbe bakterijskih celic [21], sami upo-
rabljamo drugacˇen pristop. Ta temelji na metodi koncˇnih volumnov (MKV) in modelu Volume
of Fluid (VOF) za opis vecˇfaznega toka, medtem ko za opis bakterijske strukture uporabljamo
metodo koncˇnih elementov (MKE). Izbrani pristop k modeliranju tekocˇine se je do sedaj iz-
kazal za uspesˇnega v razlicˇnih primerih sfericˇne in nesfericˇne dinamike mehurcˇkov, njegova
prednost pa lezˇi v zmozˇnosti uposˇtevanja viskoznosti, povrsˇinske napetosti in nelinearne stislji-
vosti obravnavane tekocˇine, ter v neomejenosti na obravnavo enostavno povezanih teles.
2 Numericˇni model
Kot zˇe recˇeno, naslavljamo numericˇno modeliranje dinamike kavitacijskega mikromehurcˇka ob
bakterijski celici. Uporabljamo pristop s t.i. sklopljenim modelom, ki je vzpostavljen v pro-
gramskem okolju Ansys [1] in sestoji iz locˇenega modela tekocˇine (mehurcˇek, okolisˇka voda in
notranjost bakterijske celice) v programu Fluent ter modela trdnine (bakterijska ovojnica) v pro-
gramu Transient Structural. Modela sta povezana preko orodja System Coupling, ki omogocˇa
izmenjavo robnih pogojev (hitrost, sile) na skupni povrsˇini (obe strani bakterijske ovojnice).
Na ta nacˇin uposˇtevamo vpliv deformabilnosti bakterije na samo dinamiko mehurcˇka in obra-
tno, kar je kljucˇnega pomena glede na mocˇno medsebojno odvisnost obeh sistemov. Shema
obravnavanega pojava je prikazana na sliki 1, kjer je ravnovesni mehurcˇek (levo) zacˇetnega
radija R0 = 1 µm v blizˇini krogelne bakterijske celice (desno) iste velikosti Rba = 1 µm. Oba
obravnavamo kot prosto potopljena v neskoncˇni kapljevini, vodi, z zacˇetnim okolisˇkim tlakom
p0,∞ = 1 atm oz. 101325 Pa. Na shemi lahko opazimo tudi definicijo parametra γ, ki predstavlja
brezdimenzijsko razdaljo med centrom mehurcˇka in bakterije. Bakterijsko ovojnico modeli-
ramo kot tanko homogeno izotropno linearno elasticˇno lupino radija Rba = 1 µm, ki obdaja flui-
dno notranjost. Uposˇtevana debelina in gostota ovojnice znasˇata t = 16 nm in ρ= 1100 kg/m3,
kar je znacˇilno za gramnegativne bakterije, kot npr. E. coli [13]. Lastnosti tekocˇine v celicˇni
notranjosti so enake vodi (µ= 10−3 Pa·s, Kref = 2.2 GPa), z izjemo gostote, ki je enaka gostoti
a
R0 Rba γ= a−RbaR0Simetrijska
os
Slika 1 : Shema obravnavanega pojava – mehurcˇek (levo) ob prosti bakterijski celici (desno).
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ovojnice. S tem ustrezno zajamemo povprecˇno gostoto bakterijskih celic, vendar zanemarimo
njihovo detajlnejsˇo znotrajcelicˇno sestavo. Uposˇtevamo naslednje elasticˇne lastnosti ovojnice:
elasticˇni modul Eov = 30 MPa, modul stisljivosti Kov = 2.2 GPa, Poissonov koeficient νov≈ 0.5,
ter strizˇni modul Gov ≈ 10 MPa. Vrednosti so izbrane tako, da odrazˇajo dejansko povrsˇinsko
togost bakterijskega ovoja Ka = 640 mN/m oz. ekvivalentni modul elasticˇnosti kroglaste ce-
lice Eba ≈ 2∗t∗EovRba = 0.96 MPa, kar je v skladu z vrednostmi iz predhodnih raziskav [7]. Zaradi
visoke podajnosti ovojnice pri izracˇunih uposˇtevamo velike deformacije. Vsebino mehurcˇka
modeliramo kot idealni plin, brez uposˇtevanja mehanizmov prenosa mase in vsebnosti vodne
pare. Nelinearno stisljivost obeh tekocˇih faz, vode in celicˇne notranjosti, uposˇtevamo preko
Taitove enacˇbe stanja, povrsˇinsko napetost med vodo in mehurcˇkom pa kot masno silo z mode-
lom “continuum surface force”. Velikost racˇunskih celic v blizˇini mehurcˇka in bakterije znasˇa
20 nm in se postopoma vecˇa proti robu racˇunske domene, ki je postavljen za ∼ 50R0 stran od
centra mehurcˇka. Na robu racˇunske domene je bil predpisan robni pogoj temperature 20◦C in
tlaka p∞ z vkljucˇeno opcijo prepusˇcˇanja tlacˇnih valov, da bi omejili odboj tlacˇnih valov nazaj
v racˇunsko domeno. Zacˇetno tlacˇno polje smo dolocˇili na podlagi Rayleigh-Plessetove enacˇbe
[3], zacˇetna pogoja za temperaturo in hitrost v racˇunski domeni pa sta bila predpisana z enotno
vrednostjo 20◦C in 0 m/s, kar velja za mehurcˇek v ravnovesju z okolisˇkim tlakom p0,∞.
3 Rezultati in diskusija
Obravnavajmo najprej posamezen neomejen kavitacijski mehurcˇek s polmerom R0 = 1 µm, ki
je v ravnovesju s prvotnim okolisˇkim tlakom p0,∞ = 1 atm oz. 101325 Pa. Pripadajocˇi notra-
nji tlak v mehurcˇkih znasˇa pi = p0,∞ + 2σR0 = 2.47× 105 Pa, kjer σ = 72.8 mN/m predstavlja
povrsˇinsko napetost med vodo in zrakom. Zanima nas odziv mehurcˇka na nenadno spremembo
tlaka v okolici, na podlagi cˇesar bomo dolocˇili ustrezne tlacˇne robne pogoje za nadaljnje analize
interakcije mehurcˇka z bakterijo. Uposˇtevamo razlicˇne vrednosti novega tlaka okolice p∞, ki bi
jih lahko pricˇakovali v primeru hidrodinamske kavitacije, med p∞ = 103 in 107 Pa. Dane vre-
dnosti ne predstavljajo nujno operativnih tlakov v hidravlicˇnih sistemih, ampak obmocˇje tlacˇnih
vrednosti, ki jih lahko lokalno pricˇakujemo v kavitirajocˇem toku, npr. ambientni tlak v okolici
mikromehurcˇka se povisˇa zaradi kolapsa blizˇnjega ali okolisˇkega oblaka mehurcˇkov. Sodecˇ po
Gilmoreovem modelu [3], se mehurcˇki v merilu ≈ 1 µm obnasˇajo drugacˇe kot vecˇji makrome-
hurcˇki. Velikost obravnavanih mehurcˇkov je precej pod kriticˇnim polmerom za asimptoticˇno
linearno rast (navadno nad 15 µm), kar je razlog, da v primeru nenadnega padca zunanjega tlaka
(p∞ = 103 in 104 Pa) mehurcˇek izniha v novo ravnovesno stanje. V primeru p∞ = 106 Pa tlak
okolice ni dovolj visok, da bi povzrocˇil mocˇan kolaps, temvecˇ izzove le sˇibek odziv mehurcˇka
(RmaxRmin ≈ 2.1) v primerjavi s primerom p∞ = 107 Pa, kjer je
Rmax
Rmin
≈ 6.3 in vrsˇni tlak v mehurcˇku
559 MPa. Glede na dobljene rezultate je rast obravnavanih mehurcˇkov v pogojih z nizkim tla-
kom okolice razmeroma majhna (RmaxR0 < 1.35) in po vsej verjetnosti nima pomembnega vpliva
na interakcijo med mehurcˇkom in bakterijo. Ker nas zanimajo predvsem morebitni mehanizmi,
ki povzrocˇijo posˇkodbe bakterijskih celic zaradi blizˇnjega kolapsa mehurcˇkov, je za nadaljnje
analize izbran le slednji primer (p∞ = 107 Pa).
Za izbrani tlak okolice smo izvedli niz simulacij interakcije mikromehurcˇka in bakterije pri
razlicˇnih vrednostih brezdimenzijske razdalje: γ = 1.1, 1.2, 1.3 in 1.4. Rezultati kazˇejo na to,
da mehurcˇek kljub blizˇnji bakteriji tekom svojega obstoja zaseda skoraj popolnoma sfericˇno
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obliko. To smo opazili zˇe pri predhodnem raziskovanju, kjer smo naslovili njihovo obnasˇanje
ob togi mikrokroglici [19]. Prav tako so podoben fenomen opazili tudi Liu et al. [12], ki so
raziskovali proste in enkapsulirane mikromehurcˇke v ultrazvocˇnem polju, ter ugotovili, da je
pojav oblikovnih oscilacij za mikromehurcˇke manj verjeten, ker povrsˇinska napetost zadusˇi ra-
zvoj nesfericˇnih oblik. Razlog za manj izrazite oblikovne deformacije napram mehurcˇkom na
vecˇjem merilu torej lezˇi v vecˇjem vplivu povrsˇinske napetosti, ki pripomore k vecˇji stabilno-
sti mikromehurcˇkov. Vseeno tukaj opazˇenega fenomena ne gre pripisati neposrednim vplivom
povrsˇinske napetosti, saj so ob kolapsu mehurcˇka v danem primeru sˇe vedno najpomembnejsˇe
tlacˇne in vztrajnostne sile. Kolapsirajocˇi mikromehurcˇek z Rmin = 0.1 µm in R˙max = 500 m/s
je namrecˇ podvrzˇen dodatnemu notranjemu tlaku zaradi povrsˇinske napetosti 2σRmin = 1.46 MPa,
medtem ko gonilna tlacˇna razlika znasˇa p∞−Pi,0 = 9.75 MPa, dinamicˇni tlak pa 12ρwR˙2max = 125
MPa. Opazˇen pojav pripisujemo vplivu povrsˇinske napetosti, ki zvisˇuje tlak znotraj mehurcˇka
in s tem povzrocˇi vecˇje radije mehurcˇkov ob kolapsu Rmin napram primeru brez uposˇtevane
povrsˇinske napetosti. Zaradi tega je razmerje med maksimalnim in minimalnim radijem me-
hurcˇka zaradi povrsˇinske napetosti znatno zmanjsˇano (v danem primeru za faktor ≈ 1.6), kar
pomeni, da mehurcˇki tezˇje popolnoma razvijejo nesfericˇno obliko, npr. izrazit razvoj osnega
curka, itd.
Podrobnejsˇi vpogled v obravnavan pojav nam za primer γ = 1.1 nudi slika 2, kjer so levo pri-
kazane konture tlacˇnega (zgoraj) in hitrostnega (spodaj) polja v tekocˇini skupaj z obrisom me-
hurcˇka in bakterije. Desno je prikazano napetostno stanje v ovojnici, ki prikazuje normalne
napetosti v obodni smeri na lokaciji sredisˇcˇne ploskve ovoja. Slika prikazuje stanje ob cˇasu
t = 11 ns, kmalu po kolapsu mehurcˇka, ko se izsevani tlacˇni val sˇiri skozi bakterijo, mehurcˇek
pa preide v fazo ponovne rasti. Kljub skoraj popolnoma krogelni obliki mehurcˇka, lahko opa-
zimo rahlo nehomogenost tlacˇnega vala vzdolzˇ valovne fronte, ki je debeline nekaj desetink
σ [MPa]
Slika 2 : Podrobnejsˇi vpogled v obravnavan pojav za primer z γ = 1.1 v cˇasu t = 11 ns. Levo
so prikazane konture tlacˇnega (zgoraj) in hitrostnega (spodaj) polja v tekocˇini skupaj z obrisom
mehurcˇka in bakterije. Desno je prikazano napetostno stanje v ovojnici, ki prikazuje normalne
napetosti v obodni smeri na lokaciji sredisˇcˇne ploskve ovoja.
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mikrometra in izkazuje maksimalne vrednosti okrog 50 MPa v smeri proti bakteriji. To naka-
zuje na rahlo anizotropijo kolapsa proti bakteriji in je skladno s teorijo [17] in nasˇim predho-
dnim raziskovanjem [14], ki predvideva vlek mehurcˇka proti gostejsˇemu mediju. S sˇirjenjem
tlacˇnega vala se obracˇa tudi smer premikanja ovojnice in mehurcˇku okolisˇke tekocˇine, kar je
najbolje opazno iz vektorjev hitrosti na desni polovici bakterije. S tem je povezano tudi na-
petostno stanje v skrajnem levem delu ovojnice, ki prehaja iz tlacˇne faze v obdobje nateznih
obremenitev. Na tem mestu velja omeniti, da so porocˇane napetosti rezultat izkljucˇno zunanje
obtezˇbe na ovojnico in ne vkljucˇujejo turgidnih obremenitev. Prva aproksimacija dejanskega
napetostnega stanja bi bila superpozicija obeh obravnavanih primerov, kar pomeni da bi doblje-
nim vrednostim morali prisˇteti sˇe natezne napetosti, ki so rezultat znotrajcelicˇnega turgidnega
nadtlaka. Ta naj bi pri gramnegativnih bakterijah v normalnih fiziolosˇkih pogojih znasˇal med
0.3 in 1 atmosfero [7], kar v danem primeru pomeni dodatne obodne napetosti med 1 in 3 MPa.
Za isti primer (γ = 1.1) si lahko pogledamo tudi cˇasovni potek obtezˇbe in odziva ovojnice na
sliki 3. Obtezˇba na ovojnico je sestavljena iz tlacˇne sile pravokotno na njeno povrsˇino in strizˇne
sile vzdolzˇ povrsˇine zaradi viskoznosti okolisˇke kapljevine. Vrsˇne vrednosti obremenitev se
po pricˇakovanju pojavijo v cˇasu prvega kolapsa mehurcˇka. Glede na nedavne raziskave [15],
vrsˇne vrednosti tlacˇne obtezˇbe same po sebi najverjetneje ne predstavljajo pomembnega meha-
nizma za posˇkodbo ovojnice, temvecˇ glavno vlogo igra njihova prostorska spremenljivost. Zˇe za
posˇkodbo liposomov je namrecˇ potrebna hidrostatska obtezˇba vecˇ kot 120 MPa. Maksimalna
strizˇna obtezˇba se za opazovani primer giblje med nekaj desetinkami in dvema megapaska-
loma. Vrsˇna vrednost nastopi kmalu za kolapsom in je, tako kot vrsˇna tlacˇna obtezˇba, povezana
z udarom tlacˇnega vala ob ovojnico. Takrat je namrecˇ le-ta lokalno izpostavljena zelo visokim
pospesˇkom, ranga velikosti 1010m/s2. Na desnem grafu je podan cˇasovi potek rezultante sile
v osni meri na ovojnico. Ta je prvih 8 ns usmerjena v smeri proti mehurcˇku, kar je skladno
s smerjo hitrostnega polja in tlacˇnim potekom. Obrat smeri delovanja rezultante je povezan z
obratom gradienta tlaka. Mehurcˇek se namrecˇ stisne do te mere, da njegov notranji tlak presezˇe
tlak okolice, kar obrne potek tlacˇnega polja. Ker v danem primeru prevladujejo tlacˇne sile,
se smer delovanja rezultante kljub vedno hitrejsˇemu krcˇenju mehurcˇka obrne. Cˇasu kolapsa
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Slika 3 : Cˇasovni potek maksimalnih tlacˇnih in strizˇnih obremenitev ovojnice (levo), ter rezul-
tante sile na ovojnico v osni smeri in maksimalnih von Misesovih napetosti v ovojnici (desno)
za primer γ= 1.1.
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mehurcˇka (t = 10 ns) sledi obdobje vrsˇnih obremenitev zaradi propagacije tlacˇnega vala skozi
bakterijo. S tem sta povezani obe vrsˇni vrednosti sile na ovojnico, negativna in pozitivna, ki
dosezˇeta velikost dobrih 3 µN v smeri sˇirjenja tlacˇnega vala in slabo polovico tega v smeri proti
mehurcˇka. Cˇe si pogledamo odziv ovojnice, natancˇneje cˇasovni potek maksimalnih ekviva-
lentnih napetosti v ovojnici, lahko opazimo lokalni vrh 7.4 MPa ravno v cˇasu nastopa vrsˇnih
obremenitev zaradi propagacije tlacˇnega vala. Temu sledi hipna razbremenitev, ki sovpada s
prehodom skrajnega levega dela ovojnice iz tlacˇnega v natezni rezˇim. V slednjem rezˇimu je
nato v skrajni levi tocˇki ovojnice ob cˇasu t = 13.8 ns dosezˇena tudi vrsˇna ekvivalentna napetost,
ki znasˇa 8.1 MPa in sovpada z ekvivalentnim raztezkom ovojnice εv = 0.27.
Poglejmo si sˇe vrsˇne vrednosti obtezˇbe (tlak in strig) ter odziva ovojnice (pomik skrajne leve
tocˇke ovojnice in ekvivalentne napetosti) v odvisnosti od parametra γ na sliki 4. Opazimo lahko
izrazito nelinearen trend padanja opazovanih kolicˇin z razdaljo γ, kar je povezano z nelinearnim
slabenjem tlacˇnovalovne fronte tekom njenega sˇirjenja v prostoru. Iz grafov lahko opazimo, da
se vrsˇne tlacˇne obtezˇbe v obravnavanih primerih gibljejo med 80 in 150 MPa, strizˇne napetosti
pa med 0.7 in 1.8 MPa. Tukaj omenimo sˇe ugotovitev, da je toplotna obtezˇba v primeru nepri-
trjenih mehurcˇkov (γ > 1) nerelevantna, saj je toplotna mejna plast kolapsirajocˇega mehurcˇka
pretanka, da bi le-ta vplival na temperaturo ovojnice oz. celicˇne notranjosti, kar je skladno z
ugotovitvami predhodnih raziskavah s togo kroglico. Tudi pri odzivu ovojnice gre opaziti izra-
zito nelinearen trend padanja jakosti z vecˇjo oddaljenostjo bakterije od mehurcˇka. Zanimivo je
predvsem razmerje med zabelezˇenimi vrsˇnimi vrednostmi - zˇe na relativno majhnem preucˇenem
prostoru parametra γ zasledimo velike razlike med vrsˇnimi vrednostmi ekvivalentnih napetosti
σv,max in pomikov dmax. Iz tega lahko razberemo, da je razdalja med mehurcˇkom in celico
kljucˇnega pomena, kadar nas zanima njegov sˇkodni potencial.
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Slika 4 : Vrsˇne vrednosti maksimalnih tlacˇnih in strizˇnih obremenitev ovojnice (levo) ter pomi-
kov skrajne leve tocˇke ovojnice in von Misesovih napetosti v ovojnici (desno) v odvisnosti od
parametra razdalje γ.
Iz dobljenih rezultatov lahko povzamemo, da je potencialno unicˇujocˇe obmocˇje razdalje med
mikromehurcˇkom in bakterijo dokaj majhno, kar bi bilo lahko kljucˇnega pomena pri optimiza-
ciji ucˇinkovitosti hidrodinamske kavitacije za unicˇevanje bakterij. Zavedati se moramo tudi, da
je intenziteta kolapsa mehurcˇka in s tem povezana obtezˇba na bakterijo mocˇno odvisna od tlacˇne
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razlike, ki zˇene njegov kolaps. V nasˇem primeru je bil za namen sˇtudije uposˇtevan prostorsko
homogen okolisˇki tlak 10 MPa. Kadar obravnavamo majhne mikromehurcˇke imata na intenzi-
teto in nacˇin kolapsa velik vpliv tudi cˇasovni in prostorski potek okolisˇkih tlakov. Prepocˇasno
zvisˇanje ambientnega tlaka tako nebi izzvalo kolapsa mehurcˇkov, saj bi se te zaradi hitre odziv-
nosti uspeli sproti prilagajati tlacˇni motnji. Po drugi strani pa lahko v realnosti pricˇakujemo tudi
kolapse mikromehurcˇkov zaradi tlacˇnih valov, ki so odraz kolapsa blizˇnjih vecˇjih mehurcˇkov ali
pa celo oblaka mehurcˇkov. V tem primeru je tlacˇna motnja izrazito prostorsko in cˇasovno neho-
mogena in bi v premeru dovolj velike magnitude izzvala nesimetricˇen kolaps mikromehurcˇka
kljub njegovi stabilnosti.
4 Zakljucˇek
Cilj danega prispevka je bilo raziskati obnasˇanje posameznega kavitacijskega mikromehurcˇka
(Req = 1 µm) v blizˇini prosto potopljene bakterije na podobnem prostorskem merilu ter dolocˇiti
vpliv njune medsebojne razdalje γ na obtezˇbo celicˇne ovojnice. Zaradi majhne prostorske
(∼ 1 µm) in cˇasovne (∼ 10 ns) razsezˇnosti pojava je bil uporabljen izkljucˇno numericˇni pri-
stop. Simulacije smo izvedli v programskem okolju Ansys z uporabo sklopljenega modela,
ki temelji na MKV in metodi VOF za opis vecˇfaznega toka v ter MKE za opis bakterijske
ovojnice kot trdnine. Model med drugim vkljucˇuje vplive viskoznosti in povrsˇinske napetosti
ter uposˇteva nelinearno stisljivosti vode, kar je pomembno za racˇunsko razresˇitev nastanka in
sˇirjenja udarnih tlacˇnih valov ob kolapsu mehurcˇka.
Za razliko od primerljivega pojava na vecˇjem, milimetrskem, merilu so vsi naslovljeni primeri
(1.1≤ γ≤ 1.4) izkazali skoraj popolnoma sfericˇno obnasˇanje mehurcˇkov, kar v vecˇji meri pri-
pisujemo vplivom povrsˇinske napetosti. Rezultati kazˇejo na izrazito nelinearen trend padanja
mehanskih obremenitev na bakterijsko ovojnico z razdaljo γ, kar gre pripisati nelinearnemu sla-
benju tlacˇnovalovne fronte tekom njenega sˇirjenja v prostoru. Prav tako je bilo ugotovljeno, da
je toplotna obtezˇba za nepritrjene mehurcˇke (γ > 1) nerelevantna, saj je toplotna mejna plast
kolapsirajocˇega mehurcˇka pretanka, da bi le-ta vplival na teperaturo ovojnice oz. celicˇne no-
tranjosti. Na podlagi predstavljenih rezultatov lahko zakljucˇimo, da je potencialno unicˇujocˇe
obmocˇje razdalje med mikromehurcˇkom in bakterijo dokaj majhno, kar bi bilo lahko kljucˇnega
pomena pri optimizaciji ucˇinkovitosti hidrodinamske kavitacije za unicˇevanje bakterij.
Nadaljnje delo vkljucˇuje nadgradnjo obstojecˇega modela. Primarno je najpomembneje iz-
boljsˇati prostorsko locˇljivosti numericˇne mrezˇe, ki bo na racˇun daljsˇih racˇunskih cˇasov skupaj z
visˇjo cˇasovno locˇljivostjo zagotavljala zanesljivejsˇe rezultate in sˇe podrobnejsˇi vpogled v obrav-
navan pojav. Prav tako bo v prihodnosti nadgrajen model bakterijske ovojnice z uposˇtevanjem
njene vecˇplastne sestave. Dobljeni rezultati bodo tako prispevali k razumevanju temeljnega
fizikalnega ozadja kavitacije pri interakciji z bakterijami in bodo pripomogli k izkorisˇcˇanju ka-
vitacije v procesih cˇisˇcˇenja vode.
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Cˇasovna korekcija pVTt etalonskega sistema za majhne
pretoke plina
Primozˇ Zˇibret1, Gregor Bobovnik1 in Jozˇe Kutin1
Time correction of pVTt primary standard for small gas flow
rate
Povzetek. Predstavljen je pVTt etalonski sistem namenjen merjenju majhnih pretokov plina (qm <
12 mgmin−1). Z njim dolocˇamo pretok na podlagi spremembe gostote plina v poznanem merilnem
volumnu v dolocˇenem cˇasovnem intervalu. Pri uporabi letecˇe start-stop merilne metode je kljucˇen
del merilnega sistema preklopni element. Podrobneje so predstavljeni njegovi vplivi na efektivni
cˇas polnjenja in metoda dolocˇanja korekcijskega cˇasa meritve. Izvedene so bile meritve cˇasovne
korekcije in cˇasa preklopa pri razlicˇnih hitrostih preklopa in razlicˇnih pretokih. Ugotovljeno je
bilo, da na korekcijski cˇas vpliva delovanje preklopnega elementa. Opazˇen pa je bil tudi dolocˇen
sistematski vpliv velikosti pretoka.
Abstract. The paper presents PVTt measuring system used for measurements of small gas flow
rates (qm < 12 mgmin−1). System determines the flow rate upon the change of density of gas in the
measurement volume of known capacity in given time interval. The key element of the measuring
system that uses flying start-stop method is a diverter. Detailed study of diverter effects on effective
fill time and methode for determining time correction is presented. Correction time and diverting
time were measured at different diverting speeds and different mass flows. We found out that correc-
tion time is linked to diverting element operation. Additionally, systematic effect of flow magnitude
was identified.
1 Uvod
V nasˇem laboratoriju na podrocˇju umerjanja meril pretoka plina trenutno zagotavljamo spo-
dnjo mejo akreditiranega obmocˇja pri 1.2 mgmin−1. Zaradi cˇedalje vecˇjih potreb po merjenju
manjsˇih pretokov zˇelimo to mejo zmanjsˇati za dve dekadi. Ker se merilne negotovosti merje-
nja pretoka z uporabo nasˇega trenutnega etalonskega merilnika s pomicˇnim batom pod to mejo
1 Laboratorij za meritve v procesnem strojnisˇtvu, Fakulteta za strojnisˇtvo, Univerza v Ljubljani
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mocˇno povecˇajo [1], je nasˇ dolgorocˇni cilj razvoj novega primarnega merilnega sistema za mer-
jenje majhnih pretokov plinov.
Primarni etaloni za merjenje pretoka plina temeljijo na akumulaciji mase v opazovanem cˇasovnem
intervalu. Glavne tri skupine primarnih etalonov so gravimetricˇni, volumetricˇni s spremenljivo
prostornino in volumetricˇni s fiksno prostornino [2].
Fizikalno najbolj direkten nacˇin dolocˇanja masnega pretoka je gravimetricˇni, saj pri njem s
tehtnico spremljamo spreminjanje mase zalogovnika plina [3]. V skupino volumetricˇnih s spre-
menljivo prostornino spadajo sistemi s pomicˇnim batom ali zvonom, pri cˇemer je pretok dobljen
iz cˇasa potovanja bata, tesnjenega z rezˇo, v poznanem cilindru [4] ali cˇasa potovanja poznanega
zvona, tesnjenega s tekocˇino [5], uposˇtevajocˇ da je tlak pod batom/zvonom teoreticˇno konstan-
ten in odvisen od njegove tezˇe. V skupino volumetricˇnih etalonov s fiksno prostornino sodi
pVTt metoda, kjer v dolocˇnem cˇasovnem intervalu pretok usmerimo v poznan volumen. Pretok
izracˇunamo iz spremembe gostote, ki jo dobimo iz spremembe tlaka in temperature v volumnu,
ter cˇasa polnjenja.
Glede na dejstvo, da se nasˇ laboratorij poleg pretoka zˇe ukvarja s podrocˇji meroslovja tlaka in
temperature, je bila sprejeta odlocˇitev o usmeritvi v razvoj pVTt etalonskega sistema na osnovi
letecˇe start-stop metode s staticˇnim dolocˇanjem mase, pri kateri je pretok skozi umerjani me-
rilnik neprekinjen. Kljucˇni sestavni del je tako preklopni element, ki preusmeri (odpre/zapre)
pretok plina v merilni volumen Vmer. Masni pretok qm je dolocˇen z osnovnim merilnim mode-
lom:
qm =
Vmer
te f
∆ρ=
Vmer
te f
(ρ2(p2,T2)−ρ1(p1,T1)). (1)
Pri tem je gostota plina v volumnu dolocˇena pred, ρ1, in po polnjenju, ρ2, kjer sta p in T
tlak in temperatura v merilnem volumnu. Efektivni cˇas polnjenja te f je definiran tako, da velja
enakost med cˇasovnim integralom dejanskega pretoka v Vmer in zmnozˇkom efektivnega cˇas s
povprecˇnim pretokom qm. Dolocˇimo ga s vsoto merjenega cˇasa tme, ki ga dobimo iz informacije
o odprtosti preklopnega elementa in korekcijskega cˇasa tkor, ki uposˇteva posebnosti realnega
sistema.
te f = tme+ tkor. (2)
V [6, 7] je predstavljen primer pVTt sistema, ki dosega negotovosti do 0.015% (k = 2) v
obmocˇju pretokov od 0.01 do 2000 slmin−1. Primer pVTt merilnega sistema za pretoke manjsˇe
od 5 mgmin−1 je predstavljen v [8], vendar zahteva zelo dolge cˇase polnjenja (do 40 h). Primeri
ostalih pVTt sistemov so predstavljeni v [9, 10, 11, 12]. Omenjene reference so bile osnova za
razvoj nasˇega sistema v merilnem obmocˇju med 0.12 mgmin−1 in 12 mgmin−1. Hkrati smo se
omejili na dolzˇino meritve med 10 s in 30 min.
Trenutno delo smo usmerili predvsem v postopek dolocˇanja korekcijskega cˇasa, saj je predho-
dna analiza negotovosti pVTt sistema pokazala, da je pri kratkih cˇasih trajanja meritve kljucˇna
ravno njegova vrednost. Prispevek prikazuje tudi vpliv velikosti pretoka in hitrosti preklopnega
elementa na velikost izmerjenega korekcijskega cˇasa.
Predstavljeni cˇlanek bo najprej opisal fizikalno ozadje dolocˇanja cˇasa polnjenja. Nato bo sledil
opis sistema in postopkov merjenja, s podrobnejsˇim opisom dolocˇanja korekcijskega cˇasa in
principa zaznavanja zacˇetka polnjenja. Zakljucˇil pa se bo s predstavitvijo rezultatov merjenja
korekcijskega cˇasa.
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2 Fizikalno ozadje preklopa in vpliv na cˇas polnjenja
Pri letecˇi start-stop metodi merjenja uporabimo preklopni element, ki ima en vhod in dva iz-
hoda, med katerima preklaplja. Za izvajanje meritve potrebujemo informacijo o odprtju/zaprtju
le tega, zato ga opremimo z dvema stikaloma, ki generirata dva signala, katerih logicˇna visoka
vrednost predstavlja nahajanje v skrajni legi, pri cˇemer signal I predstavlja odprtje izhoda v me-
rilni volumen in signal II odprtje v okolico. Spreminjanje vrednosti signalov in pretoka plina v
okolico oziroma v merilni volumen je prikazano na sliki 1. Ob pricˇetku preklopa pretoka plina
v merilni volumen (II → I) pade vrednost signala II na nizko vrednost. Istocˇasno se pricˇne
manjsˇati pretok plina v okolico in vecˇati pretok plina v merilni volumen. Ko preklopni element
dosezˇe skrajno lego (konec preklopa), signal I naraste na visoko vrednost. Cˇas preklopa tpr je
tako definiran kot cˇas, v katerem imata oba signala nizko vrednost. Ravno obratno se dogaja pri
preusmeritvi pretoka plina v okolico (I→ II).
Cˇas merjenja tme tako dobimo iz zaporednih padcev logicˇnih signalov. V realnih sistemih spre-
membe vrednosti signalov, ki definirajo cˇas merjenja, ne sovpadejo z dejanskim trenutkom
preusmeritve toka plina v merilni volumen oziroma okolico, zato cˇas merjenja ni enak efektiv-
nemu cˇasu. Efektivni cˇas tako dolocˇimo z uporabo cˇasa zaprtja ventila tza, ki ustreza cˇasovni
razdalji med padcem posameznega signala in trenutku, ko preklopni element popolnoma zapre
prej odprt pretok (npr. pri gibu II→ I, ko vrednost pretoka plina v okolico pade na 0):
te f = tme− tI→IIza + tII→Iza . (3)
Ob uposˇtevanju enacˇbe 2 teoreticˇno torej velja, da je korekcijski cˇas posledica asimetrije giba
preklopnega elementa:
tkor =
(
tII→Iza − tI→IIza
)
. (4)
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Slika 1: Prikaz poteka pretokov in digitalnih signalov pri posamezni pVTt meritvi.
3 Eksperimentalne metode
3.1 Preskusni sistem in potek meritve
Eksperimenti so bili izvajani na interno razvitem sistemu, postavljenem z namenom testiranja
pVTt postopkov (slika 2). Pretok je zagotavljal krmilnik pretoka (Bronkhorst, F-201CV-020),
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ki je reprezentativen primer umerjanih naprav, napajan z dusˇikom iz locˇenega zalogovnika.
Najvecˇji del merilnega volumna predstavlja referencˇni merilni volumen oblike valja Vre f , poto-
pljen v termostatirano kopel (LAUDA-Brinkmann, ECO E 20 G), katerega velikost (100.05 cm3)
smo dolocˇili preko dimenzijskih meritev. Poleg referencˇnega smo polnili tudi povezovalni vo-
lumen Vpov, ki predstavlja vse povezovalne cevke od krmilnika naprej. Ta volumen (7.4 cm3) je
bil dolocˇen z metodo sˇirjenja plina [13].
Gostoto plina dolocˇimo s plinsko enacˇbo, kjer poleg stisljivosti potrebujemo sˇe temperaturo in
tlak. Za namen merjenja temperature ima referencˇni volumen v steni izvrtino, v katero je vsta-
vljeno uporovno zaznavalo (TetraTec Instruments, WIT-S / Pico Technology, PT-104). Zaradi
odstopanja temperature povezovalnega volumna od referencˇnega je bilo dodano sˇe povrsˇinsko
uporovno zaznavalo (Omega, SA2F / Pico Technology, PT-104). Tlak je dolocˇen s sesˇtevanjem
izmerjenega stabilnega tlaka na ravni okolice (MENSOR 2500) in tlacˇne razlike v volumnu
(MENSOR 6100), ki ima merilni razpon do 2500 Pa in nam s tem omejuje maksimalno aku-
mulirano maso. Ker tlak okolice rahlo niha, je bil vgrajen dodatni volumen (0.5 L), ki je pred
zacˇetkom meritve odzracˇen na okolico, nato zaprt in sˇe locˇen od volumna merjenja, da dobimo
konstanten referencˇni tlak in zacˇetne pogoje v merjenjem volumnu. Ko se vrednosti stabili-
zirajo, dolocˇimo zacˇetno gostoto. Med polnjenjem prihaja do stiskanja plina in posledicˇno do
segrevanja plina, zato moramo po zakljucˇku polnjenja pocˇakati do stacionarnih razmer, da lahko
dolocˇimo koncˇno gostoto.
Kot preklopni element je bil uporabljen preklopni kroglicˇni ventil s pnevmatskim aktuatorjem,
skladnim z ISO 5211 (Swagelok, SS-41GXS3MM-A15XD). Pozicija ventila je bila zaznana z
induktivnim senzorjem (Pepperl+Fuchs, NBN3-F25-E8-V1-3D), ki ima dva izhodna signala.
Povezali smo ju na merilno kartico (NI, USB-6341), kjer je bil s sˇtevnikom izmerjen cˇas tme. Za
namen zaznavanja tlacˇne spremembe, ki je posledica akumulacije plina v volumnu pred venti-
lom, in cˇasov pri preklopu (glej poglavje 3.3), je bilo dodano piezo tlacˇno zaznavalo (Kistler,
7261&5007), katerega signal je bil zajet z analogno/digitalno pretvorbo na kartici, pri cˇemer je
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Slika 2: Osnovna shema sistema brez nadzornih in merjenih signalov. Povezovalni volumen
pred preklopnim ventilom je oznacˇen z vijolicˇno in povezovalni volumen za ventilom z zeleno.
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meritev cˇasovno vezana na signal iz induktivnega senzorja.
Vsi merjeni signali so bili pripeljani na racˇunalnik v okolje LabVIEW, ker je so bili podatki ob-
delani in izracˇunan pretok. Hkrati pa smo preko vhodno/izhodnega modula (NI, PXI-6514) in
serije elektromagnetnih ventilov (Burkert, Type 6016) izvedli popolno avtomatizacijo meritve.
3.2 Korekcijski cˇas
Pri dolocˇanju korekcijskega cˇasa smo si pomagali z adaptacijo metode opisane v standardu ISO
4185 [14]. Dolocˇitev temelji na dveh predpostavkah. Prva je, da merimo cˇasovno konstanten
pretok in bi zato dve zaporedni meritvi pretoka morali dati enak rezultat. Druga pa je, da izvira
korekcijski cˇas iz preklopa in je tako odvisen samo od sˇtevila preklopov. Standard predlaga prvo
obicˇajno in drugo meritev z dolocˇenim sˇtevilom vmesnih prekinitev (preklopov). Ker pa je v
nasˇem primeru to neprakticˇno, smo meritev modificirali na nacˇin, da smo enostavno skrajsˇali
dolzˇino ene meritve in dobili enak ucˇinek. Koncˇni merilni model korekcijskega cˇasa je:
tkor =
∆ρt1tme t2−∆ρt2tme t1
∆ρt2−∆ρt1
(5)
Indeksa t1 in t2 predstavljata dve zaporedni meritvi pri istem pretoku, vendar razlicˇnem cˇasu
polnjenja. Tako je bil sistem avtomatiziran na nacˇin, da je izvajal meritve brez premora, s tem
da je bil cˇas polnjenja izmenicˇno spreminjan. Po vsaki meritvi (razen prvi) je bil tako izracˇunan
nov korekcijski cˇas.
3.3 Dolocˇanje cˇasov zaprtja in odprtja pri preklopu ventila
Na vhodu v merilni sistem zagotavljamo konstanten merjeni pretok, vendar pa je dizajn izbra-
nega preklopnega elementa taksˇen, da med preklopom obstaja cˇas, v katerem sta oba izhoda
zaprta. Pri preklopu se tako plin akumulira v volumnu pred preklopni elementom, ki se nato ob
koncu preklopa hitro sprosti v okolico ali merilni volumen.
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Slika 3: Primer tlacˇnega signala in izhodnima signaloma induktivnega senzorja z opazovanimi
cˇasi. Prikazan je preklop I→II.
Na izmerjenem tlacˇnem signalu pri preklopu I (slika 3) dve tocˇki nosita pomembno informacijo
o dogajanju v preklopnem elementu. Prva je tocˇka, ki predstavlja zaprtje prej odprtega izhoda,
v kateri zacˇne tlak zvezno narasˇcˇati. Kot je prikazano na sliki 4, jo dolocˇimo tako, da na filtri-
ranem in normiranem tlacˇnem signalu vzamemo tri tocˇke pri vnaprej dolocˇenih delezˇih porasta
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tlaka (na primer: 0.05, 0.1, 0.15), iz katerih z metodo najmanjsˇih kvadratov konstruiramo pre-
mico ter njeno presecˇisˇcˇe z vodoravno osjo privzamemo kot trenutek zaprtja.
Druga tocˇka pa je odprtje prej zaprtega izhoda, katero definiramo kot cˇas, pri katerem je dosezˇena
maksimalna vrednost signala, saj je sprememba skoraj skocˇna. Definicije iz fizikalnega modela,
ki so na osnovi pretoka, tako prenesemo na izmerjen tlak (slika 3), pri cˇemer dodatno definiramo
sˇe cˇas odprtja tod .
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Slika 4: Algoritem dolocˇitve trenutka zaprtja na signalu iz slike 3.
4 Rezultati
4.1 Cˇasovna razmerja znotraj preklopa
Odlocˇili smo se preveriti ali se razmerje tza : tod : tpr ohranja neodvisno od hitrosti zasuka ventila
in velikosti pretoka.
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Slika 5: Ponovljivost cˇasovnih razmerij znotraj preklopa pri razlicˇnih hitrostih ventila. Pri
izdelavi histograma je bila uporabljena enotna sˇirina razreda 0.0025.
Na sliki 5 so prikazane porazdelitve preracˇunanih razmerij, pri cˇemer je bilo vse skupaj opravlje-
nih okoli 1500 meritev pri treh razlicˇnih pretokih (8.2, 0.99 in 0.34 mgmin−1) in treh razlicˇnih
hitrostih ventila. Razlicˇni pretoki niso imeli bistvenega vpliva na izmerjene cˇase, zato na sliki
5 niso prikazani locˇeno. Izkazalo se je, da velika sprememba hitrosti zasuka ventila spremeni
cˇasovna razmerja. Poleg tega raztros relativnega cˇasa odpiranja bolje predstavlja dejansko po-
novljivost preklopa, saj je nacˇin dolocˇitve stabilnejsˇi kot algoritem, uporabljen pri trenutku
zaprtja. Glede na velike spremembe hitrosti preklopa, relativno majhno spremembo razmerja in
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majhnega raztrosa znotraj posamezne nastavitve, lahko recˇemo, da se razmerje ohranja, cˇe za-
gotavljamo stabilnosti cˇasa preklopa znotraj 0.1 s. To bi lahko omogocˇilo, da iz cˇasa preklopa,
ki je dobljen iz induktivnega senzorja, dolocˇimo cˇas zaprtja brez dodatnega tlacˇnega zaznavala.
4.2 Odvisnost korekcijskega cˇasa
Slika 6 prikazuje rezultate meritev korekcijskega cˇasa in razlike cˇasov zaprtij
(
tII→Iza − tI→IIza
)
za razlicˇne pretoke. Vecˇino meritev je bilo izvedenih s fiksno nastavitvijo preklopa I → II in
spreminjanjem hitrosti II→ I, izjema je bila zadnja nastavitev. Pri najvecˇji razliki zaprtij je bila
meritev narejena obratno, pri cˇemer je imel cˇas zaprtja tII→Iza podobne vrednosti kot prej tI→IIza .
Dobljene vrednosti izkazujejo mocˇno linearno odvisnost med korekcijskim cˇasom in razliko
cˇasov zaprtij, vendar pa se je pojavil tudi sistematicˇen vpliv pretoka, ki pa ga na podlagi tre-
nutnih meritev ne moremo razlozˇiti. Predvidevamo, da je ta vpliv posledica pusˇcˇanja ali po-
dobnega efekta, nepovezanega z delovanjem ventila, in da ostaja dejanski korekcijski cˇas bolj
ali manj konstanten pri razlicˇnih pretokih. Zato bomo raziskave nadaljevali v smeri preverjanja
vplivov na metodo dolocˇanja korekcijskega cˇasa.
Iz raztrosov vrednosti je razvidna tudi velik raztros rezultatov meritve pri majhnem pretoku.
Velik del tega raztrosa prispeva mocˇan vpliv nestabilnosti pretocˇnega regulatorja (za majhen
pretok se 0.23% odstopanja nastavljenega pretoka dveh meritev le tega pokazˇe v 0.10 s korek-
cijskega cˇasa), kar je predvsem posledica dolgega cˇasa polnjenja in delovanja na spodnji meji
obmocˇja regulatorja.
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Slika 6: Odvisnost med korekcijskim cˇasom in razliko cˇasov zaprtij pri treh pretokih.
5 Zakljucˇek
Predstavljen je bil pVTt merilni sistem za merjenje majhnih pretokov, ki temelji na letecˇi start-
stop metodi, pri kateri je kljucˇen preklopni element (v nasˇem primeru smo uporabili pnevmatsko
aktuiran ventil). Prikazano je bilo, da cˇas meritve, ki temelji na odprtosti ventila, ni enak efek-
tivnemu cˇasu meritve, zato smo predstavili metodo dolocˇanja korekcije cˇasa meritve.
Nadalje smo ugotovili, da so preklopi uporabljenega ventila ponovljivi in da je razmerje karak-
teristicˇnih cˇasov znotraj samega preklopa dovolj stabilno za napovedovanje korekcijskega cˇasa
samo na podlagi trajanja celotnega preklopa.
Opazili smo tudi vpliv merjenega pretoka na korekcijski cˇas, za katerega domnevamo, da je
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posledica pusˇcˇanja merilnega sistema velikostnega reda 0.001 mgmin−1. Nasˇe raziskave bomo
nadaljevali v smeri potrditve tega suma in boljsˇega obvladovanja pusˇcˇanja.
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Analiza prestopa toplote v različnih tokovnih režimih znotraj 
zračnih rež elektro motorjev s 3D CFD simulacijami 
Anton Žnidarčič1 in Tomaž Katrašnik1 
Analysis of convective heat transfer inside an electric motor 
air gap at different flow conditions using 3D CFD simulations  
Povzetek. Učinkovito hlajenje elektromotorjev je ključno za doseganje visokih gostot 
moči in zanesljivosti njihovega delovanja. Pri tem ima pomembno vlogo zračna reža med 
rotorjem in statorjem. Univerzalne definicije koeficientov prestopa toplote ne obstajajo 
zaradi različnih oblik zračnih rež kot tudi uvodu toka vanje. Vsako režo je potrebno 
obravnavati ločeno, za kar so primerne 3D CFD simulacije. Prispevek v ta namen 
predstavlja celovitejši pristop, ki omogoča definicijo nastavitev simulacij, potrebnih za 
ustrezen opis tokovnih pojavov in prenosa toplote v določeni zračni reži. Podani so tudi 
primeri uporabe pristopa na širokem naboru tokovnih razmer, ki prikazujejo njegovo 
uporabnost in ustreznost za definicijo koeficientov prestopa toplote v poljubni zračni reži. 
Abstract. Efficient cooling is essential for achieving high power density and reliability 
of electric motors. Heat transfer in the air gap between the rotor and stator plays an 
important role in achieving these objectives. However, no general correlations for 
convective heat transfer in air gaps exist due to the variations in their shapes and fluid 
introduction into them. Each air gap has to be considered individually, calling for the use 
of 3D CFD simulations. As an answer to this challenge, the paper presents an approach to 
holistically define a suitable numerical setup, which ensures correct description of flow 
phenomena and heat transfer in an air gap. The paper also presents examples of applying 
the approach on a wide range of air gap flows, proving its ability to define suitable 
numerical setups and obtain valid flow and heat transfer description in an air gap.  
1 Uvod 
V želji po zmanjšanju mase ter povečanju izkoristka e-vozil proizvajalci stremijo k povečanju 
gostote moči delov pogonskega sklopa. Pri tem posebej izstopajo elektro motorji (v 
nadaljevanju EM). Njihovo zanesljivo delovanje zahteva učinkovito hlajenje, kar je posebej 
pomembno v primeru EM s permanentnimi magneti. Nezadostno hlajenje vodi k 
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temperaturam, kjer se le-ti delno ali celo trajno razmagnetijo. Zagotavljanje neposrednega 
hlajenja magnetov, ki so nameščeni v rotorju EM, je kompleksno in poviša tako razvojne in 
proizvodne stroške kot končno ceno izdelka. Za doseganje visokih gostot moči takšnih EM in 
zanesljivo obratovanje ob uporabi cenovno dostopnih rešitev se zato pojavlja želja po 
natančnejšem poznavanju prestopa toplote preko zračne reže.  
Hlajenje preko zračne reže zahteva poznavanje toka v njej. Ta je ob odsotnosti aksialnega toka 
poznan kot Taylor-Couettov (TC), sicer pa Taylor-Couette-Poiseuilleov (TCP) tok. Ti tokovi 
so bili v preteklosti predmet množice raziskav, ki so povzete v Fénot [1]. V njih so 
obravnavane različne zračne reže, v katerih je razmerje vztrajnostnih sil proti viskoznim 
podano z Reynoldsovim (Re) številom, razmerje centrifugalne sile proti viskoznim pa s 
Taylorjevim (Ta) številom. Poleg poglavitnih dimenzij reže slika 1 podaja tudi graf s štirimi 
poglavitnimi oblikami toka v njej glede na Re ter Ta število. Prikazan je tudi osnovni izgled 
nasproti se vrtečih parov Taylor-Couettovih vrtincev, ki se pojavijo nad ustreznim Ta številom.  
Pojav Taylor-Couettovih vrtincev je z vidika prenosa toplote na fluid enako pomemben kot 
pojav turbulentnega toka. Pri obeh nastopi povečanje toplotne prestopnosti. Čeprav 
eksperimentalni rezultati to povečanje zajamejo, pa ne podajajo splošnih korelacij Nusseltovih 
(Nu) števil. Primeri in razlogi so podani npr. v Fénot [1]. Vir pomanjkljive podobnosti Nu 
korelacij so  razlike med pogoji v opazovanih zračnih režah. Le-te so namreč različnih debelin, 
premerov ter dolžin, kar vpliva tako na dolžino vstopnega območja kot tudi na to, ali se v njih 
pojavi popolnoma razvit profil hitrosti. Pri tem igra pomembno vlogo tudi uvajanje toka v 
zračno režo, ki je odvisno od oblike zunanjega volumna ob reži in se med primeri zato 
razlikuje. Nazadnje pa so lahko prisotne tudi razlike v dovodu toplote na površine reže.  
 
 
Slika 1: štirje poglavitni tipi toka v zračni reži v odvisnosti od Re in Ta števila. 
 
Ustrezna definicija Nu korelacij zato zahteva obravnavo zračne reže posameznega EM. 
Praktičen pristop k temu je uporaba 3D CFD simulacij. Vendar iz razpoložljive literature ni 
mogoče razbrati, kakšen je ustrezen pristop k modeliranju toka, ki v določenih pogojih 
zagotovi ustrezno natančen opis toka in prenosa toplote. Z vidika vprašanja uporabe 2D ali 3D 
opisa tako npr Poncet [2] za opis turbulentnih TCP tokov uporablja 2D osnosimetrične 
simulacije. V nasprotju s tem Foudrinier [3] za simulacije TCP tokov uporablja 3D pristop. Z 
vidika primernosti turbulentnih modelov literatura tudi ne ponuja enakih zaključkov. Tako je 
v delu Poncet&daSoghe [4] kot najslabši izmed RANS modelov naveden k-ω SST model. V 
Foudrinier [3] kot tudi v Hamidi [5] pa je ta model naveden kot splošno najustreznejši.  
Prispevek kot rešitev izziva ustrezne uporabe 3D CFD simulacij za napoved koeficientov 
toplotne prestopnosti predstavlja pristop k njihovi postavitvi preko posameznih vnaprej 
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definiranih korakov. V teh se naslavlja tako osnovne vidike nastavitev simulacij, kot je 
ustrezna gostota mreže, kot tudi prisotnost in potreba po natančnejši vključitvi in modeliranju 
določenih tokovnih vzorcev. Ker je njihova napoved brez eksperimentov otežena, je 
sposobnost identifikacije njihove prisotnosti in potrebe po natančnejšem opisu na podlagi 
simulacij pomembna za doseganje ustreznega opisa toka v poljubni zračni reži. V primerjavi 
z razpoložljivo literaturo prispevek tako podaja celovitejši pristop k postavitvi simulacij 
tokovnih pojavov v zračnih režah. Pristop je oblikovan na osnovni simulacij TC in TCP toka 
v gladkih režah, za katere je zaradi večje množice eksperimentalnih podatkov možna 
obširnejša validacija. Predlagani pristop je najprej predstavljen z opisom posameznih korakov, 
ki ga sestavljajo. Tem sledi predstavitev primerov različnih tokovnih pogojev, ki služijo za 
validacijo. Zaključki povzemajo ustreznost pristopa in smernice za nadaljnje delo.  
2 Posamezni koraki pristopa k izgradnji 3D CFD modelov toka v zračni reži 
Iz literature je razviden obstoj različnih in različno kompleksnih tokovnih pojavov v zračnih 
režah. Ker njihov ustrezen opis zahteva različno kompleksnost simulacij, oblikovani pristop 
temelji na postopnem grajenju zahtevnosti numeričnega modela. Najprej je tako definiran 
osnovni model, ki se glede na ocene potreb po vključitvi boljšega modeliranja posameznih 
pojavov nadgrajuje. Na podlagi tega pa pristop podaja celovitejše modeliranje in posledično 
obravnavo posamezne reže. Pri tem je osnovni model definiran preko prvih dveh korakov, 
njegove nadgradnje pa v tretjem glede na zahteve po vključitvi opisov dodatnih pojavov. 
Koraki so oblikovani na način, da s čim manj preliminarnimi simulacijami privedejo do 
definicije ustreznega modeliranja in s tem rezultatov. Povzeti so v sledečih podpoglavjih.  
2.1 Definicija primera 
V prvem koraku so najprej definirane osnovne geometrijske, tokovne in materialne značilnosti 
obravnavane zračne reže. Te so povzete in pojasnjene v tabeli 1.  
 
Tabela 1: osnovne značilnosti obravnavane zračne reže 
Polmera rotorja in statorja, dolžina reže R1 [mm], R2 [mm], L [mm] 
Kotna hitrost rotorja, povprečna aksialna hitrost ω [rad/s], Uax [m/s] 
Gostota, kinematična viskoznost, toplotna prevodnost ρ [kg/m3], υ [m2/s], λ [W/mK] 
Temperature površin rotorja, statorja, fluida TR, TS, Tfl 
 
Na podlagi podatkov iz tabele 1 se določi aksialno Re število ter Ta število, ki podajata oceno 
tokovnega stanja v zračni reži. Števili sta definirani z enačbama (1) in (2).  
𝑅𝑒 =
𝑈𝑎𝑥2(𝑅2−𝑅1)
𝜐
      (1) 
𝑇𝑎 =
𝜔2𝑅1(𝑅2−𝑅1)
3
𝜐2
       (2) 
Poleg teh definicij pristop zahteva tudi definicijo geometrije volumna in robnih pogojev ob 
zračni reži, vključujoč možne vtoke in iztoke. Ti so v literaturi in simulacijah zračne reže 
pogosto slabo povzeti, kljub njihovemu vplivu na razvoj toka in prenosa toplote. Tudi na račun 
njihovega upoštevanja se torej v tem pristopu zagotavlja celovitejša obravnava reže. 
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2.2 Postavitev osnovnega 3D CFD modela 
Na podlagi definicij v prvem koraku je osnovni 3D CFD model postavljen z upoštevanjem 
geometrije zračne reže in okoliškega volumna. Pri tem so se na podlagi literature in večjega 
števila preliminarnih simulacij kot ustrezne za hitro pridobitev rezultatov oziroma usmeritev v 
nadaljnjo izgradnjo 3D CFD modela izkazale sledeče nastavitve:  
- Predpostavlja se ustaljen tok. 
- Geometrija zračne reže zajema 1/6 obsega; uporablja se periodični robni pogoj. 
- V primeru turbulentnih tokov se osnovne simulacije opravijo s k-ω SST modelom. 
- Tok v mejni plasti izračunan preko Navier-Stokesovih enačb in ne stenskih funkcij.  
2.3 Določitev ustreznosti opisa oziroma potreb po nadgradnji 3D CFD modela 
Ta korak sloni na treh preverjanjih. Ta so izvedena v sledečem vrstnem redu:  
- Določitev ustrezne gostote računske mreže. 
- Določitev potrebe po povečanju kota periodičnega izseka zračne reže.  
- Določitev potrebe po uporabi tranzientnih simulacij.  
Vrstni red sledi iz tega, da simulacije tokovnih razmer v zračni reži izkazujejo stabilnost že pri 
uporabi časovno ustaljenega pristopa.  
2.3.1 Določitev ustrezne gostote računske mreže 
Za celovitejšo določitev ustrezne gostote računske mreže se uporablja primerjava različnih 
veličin pri najvišjih aksialnih in vrtilnih hitrostih v obravnavani zračni reži. Te veličine so vse 
tri komponente hitrosti v točkah vzdolž zračne reže, velikost strižnega trenja na površini rotorja 
ter velikost toplotnega toka z ogrevane površine na fluid. 
Skupaj s trenjem in toplotnim tokom se preverjata tudi najvišja in povprečna vrednost kriterija 
y+ na površinah rotorja in statorja. Sodeč po omenjeni literaturi namreč ustrezno modeliranje 
zahteva povprečne vrednosti y+ < 1, pri čemer najvišje vrednosti niso veliko večje od 1.  
2.3.2 Določitev ustreznega kota periodičnega izseka zračne reže 
Za določitev ustreznega kota izseka zračne reže se uporablja primerjava paralelnih vzdolžnih 
profilov hitrosti ter izo-površin vrtinčnosti ali tokovnic. Kot izseka je ustrezen, če je opazen 
nemoten razvoj tokovnih struktur v tangencialnem toku in če lahko te strukture prečijo 
obravnavan izsek v obodni smeri preden zapustijo zračno režo.  
2.3.3 Določitev potrebe po uporabi tranzientnih simulacij 
Kriterij določitve potreb po tranzientnih simulacijah sloni na primerjavi vrednosti veličin, ki 
določajo tudi ustrezno gostoto računske mreže. Pri tem se primerja njihove vrednosti tekom 
iteracij časovno ustaljenih simulacij. Če so prisotne znatne variacije, je potrebno za ustrezen 
opis tokovnih razmer uporabiti tranzientne simulacije.  
2.4 Uporaba izgrajenega 3D CFD modela za opis tokovnih razmer in prenosa toplote 
Končni 3D CFD model se uporabi za izračun tokovnih razmer v dani zračni reži. Posledično 
služi za definicijo koeficientov toplotne prestopnosti α oziroma Nu števila. Vrednosti α so z 
enačbo (3) določene za ogrevano površino (rotor ali stator) 𝐴𝑆/𝑅, s katere se na fluid prenaša 
toplotni tok ?̇? v zračni reži. Vrednosti Nu števil so izračunane po enačbi (4).  
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𝛼 =
?̇?
𝐴𝑆/𝑅|𝑇𝑆/𝑅−𝑇𝑓𝑙|
      (3) 
 
𝑁𝑢 =
𝛼(𝑅2−𝑅1)
𝜆
       (4) 
Za pripravo in izvedbo 3D CFD simulacij v tem prispevku je bil uporabljen komercialen CFD 
program ANSYS Fluent. Za diskretizacijo tako v prostoru kot času so bile uporabljene sheme 
drugega reda natančnosti, za reševanje Navier-Stokesovih enačb pa SIMPLE algoritem. Za 
lažjo manipulacijo geometrije zračne reže, mreže ter nastavitev tokovnih pogojev so bile 
simulacije izvedene v okolju ANSYS Workbench.   
3 Validacija predstavljenega pristopa 
V potrditev ustreznosti pristopa so predstavljeni trije različni primeri TCP tokov, v katerih se 
pojavljajo pomembni vplivi na prenos toplote v reži. S tem je podana validacija na širšem 
naboru za reže EM relevantnih razmer. V sledečih podpoglavjih so tako predstavljeni primeri:  
- Laminarnega TCP toka z vijugastimi Taylor-Couettovimi vrtinci.  
- Turbulentnega TCP toka, kjer kratka dolžina pomembno vpliva na prestop toplote.  
- Turbulentnega TCP toka z zelo visokimi Ta števili.  
Omeniti velja, da debeline rež v samih primerih ne sledijo standardom rež EM, temveč želji 
po zajemu določenih tokovnih pogojev in njihovih vplivov na prenos toplote v meritvah. 
3.1 Laminarni TCP tok z vijugastimi Taylor-Couettovimi vrtinci 
Ta primer sledi iz opisov v Hwang [6] ter Wereley [7]. Pomembnost ustreznega opisa pojava 
Taylor-Couettovih vrtincev sledi iz njihovega vpliva na povišanje toplotne prestopnosti. 
Obenem velja, da čeprav je tu obravnavani tok laminaren, je sam pojav vijugastih vrtincev 
zahteven z vidika zajema v simulacijah. Zato je ustrezen za prvi primer validacije.  
Zračna reža vsebuje rotor s polmerom 43,4 mm ter stator s polmerom 52,3 mm. Dolžina reže 
je 410 mm. V skladu z opisom merilne proge v Wereley [7] je prostor ob zračni reži modeliran 
z volumni enakega preseka kot zračna reža. Celoten osnovni 3D model je predstavljen na sliki 
2. Kot fluid je privzet zrak pri 293 K. Vijugasti vrtinci so v omenjenih delih zajeti pri 
vrednostih (preračunano po enačbah (1) in (2)) Re=9,8 ter Ta=3960.  
 
 
Slika 2: geometrija osnovnega modela obravnavanega primera z vijugastimi vrtinci. 
 
Uporaba opisanega pristopa rezultira v določitvi sledečega 3D CFD modela kot ustreznega:  
- Mreža zračne reže vsebuje heksaedrične celice velikosti 0,75 mm in 0,5 mm v aksialni 
in tangencialni smeri. V radialni smeri je 26 celic, debeline ob stenah 0,12 mm. 
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- Za ustrezen ravoj struktur v tangencialnem toku in s tem zajem vijugastih vrtincev je 
potrebno modelirati 1/3 obsega zračne reže.  
 
 
Slika 3: Prikaz vrtincev preko kontur absolutne hitrosti v polovici dolžine reže za primer 1/6 
izseka (levo) ter 1/3 izseka (desno) zračne reže. 
 
Zajem vijugastih vrtincev zahteva tudi uporabo tranzientnih simulacij. Vrtinci v končnem 
modelu so prikazani na sliki 3. Na tej so prikazani tudi vrtinci, ki se pojavijo v primeru uporabe 
1/6 izseka zračne reže oziroma v časovno ustaljenih simulacijah. Opazno je, da te nastavitve 
omogočajo razvoj Taylor-Couettovih vrtincev, ne pa tudi njihove vijugaste oblike pri teh 
tokovnih pogojih. Primerjava z rezultati na sliki 9 v Hwang [6] izkazuje zelo dobro ujemanje 
rezultatov končnega modela. Pri tem v Hwang [6] simulacije obsegajo celotno zračno režo. 
Pristop tako omogoča postopno in enostavno izgradnjo modela, v katerem so ustrezno zajeti 
Taylor-Couettovi vrtinci posebne oblike kot tudi optimizacijo računske zahtevnosti simulacij. 
3.2 Turbulentni TCP tok v reži kratke dolžine 
Ta primer je povzet po Lee [8], kjer so obravnavane različne kratke zračne reže, v katerih se 
ne vzpostavi razviti tok. Podana je torej validacija v pogojih, kjer prestop toplote zahteva 
natančen opis razvoja mejne plasti v tangencialni in aksialni smeri.  
Sledeč po sliki 1 v Lee [8] in podanih merah je bil oblikovan model reže z okoliškim 
volumnom, prikazan na sliki 4. Najmanjši polmer sistema sledi iz definicije spodnjega polmera 
površine iztoka ter na strani vtoka ne vpliva na razvoj toka v zračni reži. Premer rotorja v tej 
je R1=55,6 mm, statorja pa R2=63,5 mm. Dolžina zračne reže je L=77,9 mm.   
 
 
Slika 4: 3D model osnovnega primera opisa tokovnih razmer, obravnavanem v Lee [8]. 
 
Za validacijo pristopa so bili obravnavani primeri tokovnih razmer pri Re=1500 in Ta={2000; 
10 000; 40 000; 1 440 000}. Razlog je v temu, da kratka dolžina reže pri tem Re rezultira v 
dokaj konstantnem prestopu toplote dokler niso dosežena višja Ta števila. Rezultati, ki to 
prikazujejo, so v Lee [8] podani na sliki 8. Fluid je zrak, modeliran kot idealni plin, z vstopno 
temperaturo 293 K. Površina rotorja ima stalno temperaturo 323 K, ostale stene so adiabatne. 
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V skladu z opisom v sekciji 2.2, je ustrezno gosta mreža določena za najvišjo vrednost Ta 
števila. Kot takšna je bila določena mreža dimenzij celic 0,5 mm ter 0,3 mm v aksialni in 
tangencialni smeri. V radialni smeri je v reži 38 celic, z višino ob steni 0,06 mm. Izkaže se, da 
nemoten razvoj struktur v tangencialni smeri pri najvišjem Ta številu zahteva uporabo večjega 
izseka, ki obsega 1/3 zračne reže. Obenem je potrebno tok obravnavati tudi kot tranzienten. 
Ostali trije tokovni primeri pa so ustrezno modelirani z uporabo osnovnega modela.  
Primerjava izračunanih vrednosti Nu števil z eksperimentalno določenimi je podana na sliki 5. 
Opazno je zelo dobro ujemanje pri skrajnih vrednostih Ta števil, medtem ko se v vmesnem 
intervalu pojavljajo odstopanja. Trend Nu števila ustrezno zajame povečanje prestopa toplote 
pri višjih Ta številih. Pristop torej omogoča postavitev ustreznih modelov tudi v primeru 
nerazvitega turbulentnega toka, ki je pogost v režah EM. Z določitvijo potrebe po nadgradnji 
osnovnega modela za višja Ta števila se, na podlagi celovitejše analize potreb po določenem 
modeliranju, s pristopom tudi optimizira računski čas opisa razmer za cel razpon Ta števil.  
 
 
Slika 5: primerjava Nu števil iz Lee [8] ter simulacij. Vrednosti Nu iz Lee [8] so preračunane 
po enačbi (4).  
3.3 Turbulentni TCP tok pri visoki vrednosti Ta števila 
Ta primer temelji na rezultatih, ki so predstavljeni v Aubert [9]. V delu se obravnava tok pri 
Ta številih, ki so redko predmet raziskav v literaturi, se pa vedno pogosteje pojavljajo v 
sodobnih hitro vrtečih EM. Obravnavan je bil tokovni primer pri najvišjih Re in Ta vrednostih, 
ki znašajo Re=11200 ter Ta=7,9·107.  
 
 
Slika 6: 3D model osnovnega primera opisa tokovnih razmer, obravnavanem v Aubert [9]. 
 
Geometrija osnovnega primera je podana na sliki 6. Pomembna poenostavitev je nadomestitev 
lukenj za vtok s kolobarnim izsekom, ki ne vpliva na ustreznost uvoda fluida. Polmer rotorja 
je R1=80 mm, statorja pa R2=90 mm. Dolžina reže je L=500 mm. V skladu z opisom v Aubert 
[9] je ogrevan osrednji del rotorja v dolžini 400 mm. Ta površina ima predpisano temperaturo 
323 K, ostale so adiabatne. Fluid je voda, ki v domeno vstopa s temperaturo 298 K.  
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Kot ustrezno gosta mreža je bila definirana mreža s celicami dimenzij 0,8mm v aksialni in 0,4 
mm v tangencialni smeri. V radialni smeri je prisotnih 50 celic, z debelino ob steni 0,016 mm. 
Osnovni model z 1/6 izseka geometrije ter časovno ustaljenimi simulacijami je ustrezen za 
opis obravnavanega toka.  
V skladu z rezultati v Aubert [9] je bila primerjana vrednost Nu števila na poziciji 330 mm od 
vstopa v zračno režo. V simulacijah pridobljena vrednost za red velikosti presega vrednost iz 
meritev. Iz simulacij namreč sledi Nu=151, v Aubert [9] pa je podana vrednost Nu=18,1. 
Izkaže se, da je odstopanje izračunanih vrednosti pričakovano. V Aubert [9] je namreč 
navedeno, da uporaba RANS modelov v danih pogojih rezultira v veliko višjih Nu vrednostih. 
Tako je naveden primer, kjer so isti tokovni pogoji simulirani z uporabo RSM turbulentnega 
modela, izračunana pa je bila vrednost Nu=156. Kot vzrok takšnega odstopanja je podana 
uporaba RANS modelov. Pristop torej omogoča enostavno identifikacijo ustreznih nastavitev 
simulacij in generacijo enako kvalitetnih rezultatov kot do sedaj validirane simulacije v 
literaturi. Kar pomeni, da predstavlja tudi ustrezno osnovo za nadgradnjo simulacij z LES 
turbuletnimi modeli. Ti so namreč v Aubert [9] navedeni kot ustreznejši za tako visoka Ta 
števila. Identifikacija potrebe po njihovi uporabi lahko tako predstavlja dodaten korak pristopa.   
4 Zaključek 
Ker za koeficiente toplotne prestopnosti v zračnih režah EM ne obstajajo splošno veljavni 
opisi, so za njihovo definicijo potrebni ustrezno natančni opisi tokovnih razmer v simulacijah. 
Pri tem so v literaturi navedeni različni, tudi nasprotujoči si načini modeliranja tokovnih 
pojavov v režah. V odgovor na to je v prispevku predstavljen pristop k postavitvi 3D CFD 
simulacij, ki preko vnaprej določenih korakov omogoča tako identifikacijo prisotnosti 
različnih vzorcev v TC ter TCP tokovih v poljubni zračni reži, kot tudi potrebe po uporabi 
določenega modeliranja za njihov ustrezen opis.  
Predstavljen pristop s tem omogoča celovitejši opis tokovnih pojavov pri čemer tudi uvaja 
postopno gradnjo kompleksnosti simulacij. Preko definiranih korakov namreč najprej določi 
ustrezno računsko mrežo, ki ji sledi definicija potrebne dimenzije izseka reže za celovit zajem 
tokovnih pojavov. Končno določi tudi potrebo po tranzientnih simulacijah. Že v osnovi pa 
upošteva potrebo po vključitvi okoliškega volumna zračne reže, kar je pogosto izpuščeno. 
Postopno grajenje kompleksnosti pomembno omogoči tudi optimizacijo računskih potreb in s 
tem hitrejšo generacijo željenih rezultatov.   
Predstavljeni primeri prikazujejo, da pristop omogoča postavitev ustreznih 3D CFD simulacij 
v različnih razmerah, ki jih srečamo v režah EM. Obenem potrjujejo, da pristop s tem omogoča 
natančen izračun prestopa toplote v večini primerov. Omejitve so prisotne le za zelo visoka Ta 
števila, kjer je natančnost simulacij omejena z ustreznostjo RANS modelov. Ker se ta števila 
vse bolj pojavljajo v sodobnih EM, prihodnje delo na področju razvoja in uporabe pristopa 
predvideva uvedbo LES turbulentnih modelov.   
Literatura 
[1] Fénot M, Bertin Y, Dorignac E, Lalizel G. A review of heat transfer between concentric 
rotating cylinders with or without axial flow. Int J Therm Sci 2011;50:1138–55.  
[2] Poncet S, Haddadi S, Viazzo S. Numerical modeling of fluid flow and heat transfer in 
a narrow Taylor-Couette-Poiseuille system. Int J Heat Fluid Flow 2011;32:128–44.  
[3] Foudrinier M, Poncet S, Moreau S, Torriano F, Morissette J. Numerical study in a 
- 234 -
Kuhljevi dnevi 2020 
 
 
- 9 - 
Taylor-Couette-Poiseuille system. 24th Annu Conf CFD Soc Canada 2016. 
[4] Poncet S, Da Soghe R, Bianchini C, Viazzo S, Aubert A. Turbulent Couette-Taylor 
flows with endwall effects: A numerical benchmark. Int J Heat Fluid Flow 
2013;44:229–38.  
[5] Hamidi K, Rezoug T, Poncet S. Numerical modeling of heat transfer in Taylor-Couette-
Poiseuille systems. Defect Diffus Forum 2019;390:125–32.  
[6] Hwang JY, Yang KS. Numerical study of Taylor-Couette flow with an axial flow. 
Comput Fluids 2004;33:97–118.  
[7] Wereley ST, Lueptow RM. Velocity field for Taylor–Couette flow with an axial flow. 
Phys Fluids 1999;11:3637. 
[8] Lee YN, Minkowycz WJ. Heat transfer characteristics of the annulus of twocoaxial 
cylinders with one cylinder rotating. Int J Heat Mass Transf 1989;32:711–22.  
[9] Aubert A, Poncet S, Le Gal P, Viazzo S, Le Bars M. Velocity and temperature 
measurements in a turbulent water-filled Taylor-Couette-Poiseuille system. Int J Therm 
Sci 2015;90:238–47.  
 
- 235 -
CIP - Katalozˇni zapis o publikaciji (CIP) pripravili v Narodni in univerzitetni knjizˇnici v
Ljubljani
COBISS.SI-ID=29152771
ISBN 978-961-93859-5-1 (pdf)
